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Résumé

Soient G = (V,E) un graphe et r ∈ N|V |
un ve
teur de types de 
onnexité asso
iés

aux sommets. Un sous-graphe est dit arête-�able si entre 
haque paire de sommets

u,v de V , il existe au moins min{r(u),r(v)} 
haînes arête-disjointes. Si les arêtes sont

munies de poids, le problème de 
on
eption de réseaux �ables 
onsiste à déterminer

un sous-graphe arête-�able de G de poids minimum. Ce problème a des appli
ations

dans les domaines des télé
ommuni
ations et des transports. Dans 
ette thèse, nous

étudions une appro
he polyèdrale pour 
e problème.

Tout d'abord, nous dé
rivons 
ertaines fa
ettes pour le polyèdre asso
ié, lorsque les

types de 
onnexités sont tous égaux à k, où k est un entier impair > 3.

Nous nous intéressons ensuite aux 
ontraintes dites de partition. Nous montrons que

dans un graphe dé
omposable par des 1- et 2-sommets d'arti
ulations, les 
ontraintes

de partition peuvent être séparées en temps polynomial si elles le peuvent dans les

piè
es du graphe. Comme 
onséquen
e, nous obtenons un algorithme de séparation de

d
es 
ontraintes dans les graphes série-parallèles.

Nous étudions également le polyèdre des solutions du problème du sous-graphe (1,k)-


onnexe, où k est un entier > 2, qui 
orrespond au problème quand r ∈ {1,k}|V |
. Nous

donnons la des
ription exa
te du polyèdre pour une 
lasse parti
ulière de graphes et

nous introduisons une nouvelle 
lasse de 
ontraintes valides. En�n nous 
onsidérons le

problème du sous-graphe (1,2,3)-arête 
onnexe et nous développons un algorithme de


oupes et bran
hements.

Mots 
lés : Réseaux �ables, polytope, fa
ette, 
ontrainte de partition, problème de

séparation, algorithme de 
oupes et bran
hements.
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Separation and Polyhedra
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Abstra
t

Let G = (V,E) be a graph and r ∈ N|V |
a ve
tor of 
onne
tivity types. A subgraph

is said to be survivable if between every pair of nodes u,v of V , there are at least

min{r(u),r(v)} edge-disjoint paths. If ea
h edge has a weight, the survivable network

design problem is to determine a minimum-weight survivable subgraph of G. This

problem has appli
ations to the design of reliable 
ommuni
ation and transportation

networks.

We �rst des
ribe some fa
ets for the polytope asso
iated to this problem when

r(v) = k, for all v ∈ V , and k is an odd integer > 3.

Then we fo
us on the so-
alled partition inequalities. We show that we 
an separate

the inequalities in polynomial time in the graphs that de
ompose by 1- and 2-sums if

we 
an do so in the pie
es.

After that, we study the problem when r(v) ∈ {1,k} for all v ∈ V , with k an integer,

k > 2. We 
hara
terize the polytope asso
iated with the solutions of this problem in

a spe
ial 
lass of graphs. We also introdu
e a new 
lass of valid inequalities 
alled the

top inequalities. We show that the inequalities may de�ne fa
ets.

Finally, we study the problem when r(v) ∈ {1,2,3} for all v ∈ V , and we develop a

bran
h-and-
ut algorithm for the problem in this 
ase.

Key words : Survivable network, polytope, fa
et, partition inequality, separation

problem, bran
h-and-
ut algorithm.
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Introdu
tion

Ave
 l'avènement des te
hnologies de 
ommuni
ation, on veut pouvoir garantir la

�abilité des réseaux tout en minimisant les 
oûts engendrés. Nous formalisons 
e prob-

lème de la manière suivante. Un ensemble de n÷uds V représente des empla
ements

parti
uliers qui doivent être 
onne
tés dans un réseau dans le but d'assurer les servi
es

désirés. Un ensemble d'arêtes E représente les paires de n÷uds entre lesquels il est pos-

sible de 
onstruire un lien dire
t. Soit G = (V,E) un graphe non orienté qui représente

les liens possibles. Chaque arête e ∈ E a un 
oût �xé positif pour la 
onstru
tion

du lien. Le 
oût d'établissement d'un réseau 
onsistant en un ensemble F ⊆ E est la

somme des 
oûts des arêtes de F . Le problème 
onsiste à trouver le réseau de 
oût

minimum véri�ant les 
onditions de �abilité.

La �abilité d'un réseau se modélise en termes de 
onnexité. On dé�nit un type de


onnexité r ∈ N que l'on asso
ie à 
haque sommet. On dit que le réseau H = (V,F )

satisfait les 
onditions de �abilité si, pour 
haque paire s,t ∈ V de sommets disjoints,

H 
ontient au moins min(r(s),r(t)) 
hemins, entre s et t, n'ayant pas d'arête en 
om-

mun. Le problème 
onsiste don
 à trouver le réseau H = (V,F ) de 
oût minimum qui

satisfait les 
onditions de �abilité relatives à r. Soient G = (V,E) un graphe et r ∈ N|V |

un ve
teur de types de 
onnexité asso
iés aux sommets. Un sous-graphe est dit arête-

�able si entre 
haque paire de sommets u,v de V , il existe au moins min{r(u),r(v)}


haînes arête-disjointes. Si les arêtes sont munies de poids, le problème de 
on
eption

de réseaux �ables 
onsiste à déterminer un sous-graphe arête-�able de G de poids mini-

mum. Ce problème a des appli
ations dans les domaines des télé
ommuni
ations et des

transports. Dans 
ette thèse, nous étudions une appro
he polyédrale pour 
e problème.

De nombreuses études ont déjà été menées pour le problème du sous-graphe 2-
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onnexe, 
'est-à-dire ave
 quand le type de 
onnexité est égal à 2 pour tous les sommets.

Cependant, pour 
ertains réseaux, on exige un niveau plus élevé de �abilité ave
, par

exemple, une 
onnexité au moins égale à 3. Un des obje
tifs de ma thèse est d'étendre

des résultats polyédraux 
onnus dans le 
as où r(v) = 2 pour tout sommet v ∈ V , au


as où les types de 
onnexité peuvent être di�érents.

Dans le premier 
hapitre, nous introduisons quelques notions de base et quelques

notations utiles tout au long de 
ette thèse. Le 
hapitre 2 présente le problème de


on
eption de réseaux �ables, ave
 d'une part, un état de l'art sur les di�érentes mod-

élisations et méthodes de résolution existantes, puis d'autre part, la modélisation de


e problème en programme linéaire en nombres entiers et une présentation des inégal-

ités valides pour 
ette modélisation. Le 
hapitre 3 se fo
alise sur un 
as parti
ulier du

problème, lorsque les types de 
onnexités sont tous égaux à k, où k est un entier im-

pair > 3. On y montre des propriétés de fa
ette des 
ontraintes dites de SP-partition.

Puis on s'intéresse dans le 
hapitre 4 au problème de séparation des 
ontraintes dites

de partition. Le 
hapitre 5 porte sur le problème du sous-graphe (1,k)-
onnexe, où k

est un entier > 2 . Nous donnons la des
ription 
omplète du polytope des solutions

du problème dans une 
lasse parti
ulière de graphes. En�n, dans les 
hapitres 6 et 7,

nous 
onsidérons le problème du sous-graphe (1,2,3)-arête 
onnexe. Nous présentons

des 
ontraintes valides et développons un algorithme de 
oupes et bran
hements pour

le problème. Nous présentons également une étude expérimentale sur le problème.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans 
e 
hapitre, nous donnons quelques notions préliminaires d'optimisation 
ombi-

natoire, de la théorie de la 
omplexité et de l'appro
he polyédrale. Nous présentons en

parti
ulier la méthode de 
oupes et bran
hements sur laquelle se base une grande par-

tie de 
e travail. Nous donnons également 
ertaines dé�nitions et notations qui seront

utilisées tout au long de 
e mémoire.

1.1 Optimisation Combinatoire

L'Optimisation Combinatoire est une des bran
hes de l'informatique et des mathéma-

tiques appliquées. Elle 
on
erne les problèmes pouvant se formuler de la façon suivante :

soient S un ensemble �ni et f : S 7→ R, le problème est de déterminer ŝ ∈ S tel que

f(ŝ) = min
s∈S
{f(s)}.

Le mot 
ombinatoire évoque, outre le 
ara
tère �ni de l'ensemble de l'étude, le 
ar-

dinal très grand de 
et ensemble ou plut�t l'existen
e d'une stru
ture qui à partir d'un

nombre limité d'éléments, peut engendrer une quantité astronomique de situations à


omparer. L'ensemble de solutions peut avoir un nombre exponentiel, par rapport à la

taille des données, d'éléments.

Plusieurs problèmes d'optimisation 
ombinatoire ont été largement étudiés dans la lit-

térature. C'est le 
as du problème du sa
 à dos, du problème du voyageur de 
ommer
e,
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du problème d'a�e
tation , et de bien d'autres en
ore. L'optimisation 
ombinatoire se

base sur des outils variés allant de la théorie de la 
omplexité, à la programmation

linéaire en nombre entier, en passant par la théorie des graphes et la programmation

linéaire.

1.2 Notions de 
omplexité

La théorie de la 
omplexité est basée sur les travaux d'Edmonds [29℄, de Cook [20℄ et

de Karp [57℄. Elle permet de 
lasser un problème donné parmi les problèmes fa
iles ou

di�
iles. Dans 
ette se
tion, nous présentons les 
on
epts de 
omplexité de base; nous

renvoyons au livre de Garey et Johnson [41℄ pour une étude plus approfondie.

Un problème est une question générale possédant des paramètres variables. Un prob-

lème est dé
rit en donnant une des
ription générale de tous les paramètres et une

énumération des propriétés que la solution doit satisfaire. Une instan
e d'un problème

est obtenue en spé
i�ant la valeur de 
haque paramètre du problème. Un algorithme est

un ensemble d'opérations de 
al
ul élémentaire organisées dans le but de résoudre un

problème pré
is. Pour 
haque instan
e de problème, l'algorithme retourne une solution

après un nombre �ni d'opérations. La taille d'un problème re�ète le nombre de données

né
essaires pour dé
rire une instan
e.

Un algorithme est dit polynomial si le nombre d'opérations élémentaires né
essaires

pour résoudre une instan
e de taille n est borné par une fon
tion polynomiale en n. On

dit qu'un problème appartient à la 
lasse P s'il existe un algorithme polynomial pour

le résoudre. Les problèmes de la 
lasse P sont dits fa
iles.

NP−Complet

P

NP

Fig. 1.1 � Relations entre P, NP et NP-Complet
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Un problème de dé
ision est un problème ayant deux réponses possibles : oui ou non.

Soient P un problème de dé
ision et I les instan
es de 
e problème pour lesquelles

la réponse est oui. P appartient à la 
lasse NP s'il existe un algorithme polynomial

qui permet, étant donnée une instan
e quel
onque du problème appartenant à I et

une solution de 
ette instan
e, de véri�er que la réponse est oui. Intuitivement, les

problèmes dans NP sont les problèmes qui peuvent être résolus en énumérant l'ensemble

des solutions possibles et en les testant ave
 un algorithme polynomial. On les appelle

NP, pour Nondeterministi
 Polynomial, 
ar s'il l'on sait faire le bon "
hoix" dans

l'énumération, alors l'algorithme devient polynomial. Or le "
hoix" ne relève pas i
i

d'une pro
édure déterministe. Il est 
lair que la 
lasse P est 
ontenue dans la 
lasse

NP (voir �gure 1.1). Par 
ontre, on n'a pas prouvé que NP n'était pas in
lus dans

P. La 
onje
ture selon laquelle P 6= NP est néanmoins 
onsidérée 
omme hautement

probable.

Nous distinguons également dans la 
lasse NP, la 
lasse des problèmes NP-
omplets.

La NP-
omplétude s'appuie sur la notion de rédu
tion polynomiale. Un problème de

dé
ision P1 se réduit polynomialement en un problème de dé
ision P2 s'il existe une

fon
tion polynomiale f telle que, pour toute instan
e I de P1, la réponse est oui si

et seulement si la réponse de f(I) pour P2 est oui. Nous noterons alors P1αP2. Un

problème P est NP-
omplet, s'il appartient à la 
lasse NP et s'il existe un problème

Q 
onnu 
omme étant NP-
omplet tels que QαP . Cook a été le premier à montrer la

NP-
omplétude d'un problème, 
elui de la 3-satis�abilité [20℄.

A tout problème d'optimisation 
ombinatoire peut être asso
ié un problème de dé-


ision. En�n tout problème d'optimisation 
ombinatoire dont le problème de dé
ision

asso
ié est NP-
omplet est dit NP-di�
ile. Les problèmes d'optimisation 
ombinatoire

sont généralement NP-di�
iles. L'appro
he polyédrale et les méthodes de 
oupes en

général, se sont avérées e�
a
es pour 
es problèmes. Nous présentons 
es te
hniques

dans le paragraphe suivant.

1.3 Appro
he polyédrale et méthode de 
oupes et

bran
hements

Un grand nombre de problèmes issus de 
as réels peuvent être formulés sous la forme

de problèmes d'optimisation 
ombinatoire. A première vue, leur résolution semble fa
ile
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puisque l'on peut énumérer les solutions possibles et 
hoisir la meilleure. Cependant, le

nombre de 
es solutions possibles peut être exponentiel et la méthode énumérative n'est

plus possible. D'où la né
essité de développer des te
hniques permettant de résoudre 
es

problèmes plus e�
a
ement. Une des méthodes les plus puissantes est la méthode dite

polyédrale qui a été introduite par Edmonds en 1965 [30℄ pour le problème du 
ouplage.

Nous allons à présent présenter brièvement 
ette appro
he. Pour plus de détails, voir

par exemple [74, 67℄.

1.3.1 Dé�nitions

Nous allons tout d'abord rappeler quelques dé�nitions et propriétés liées à la théorie

des polyèdres.

Soit n ∈ N. Le symbole Rn
représente l'ensemble des ve
teurs ayant n 
omposantes

réelles. L'ensemble des nombres réels positifs ou nuls sera noté R+.

Étant donné un ensemble de points x1, . . . ,xm ∈ Rn
, un point x ∈ Rn

est dit 
ombi-

naison linéaire de x1, . . . ,xm
s'il existe λ1, . . . ,λm ∈ R tels que

x =

m∑

i=1

λix
i.

Si de plus

m∑

i=1

λi = 1

(resp. λi ∈ R+ pour i=1,. . . ,m et

m∑

i=1

λi = 1),

alors x est dit 
ombinaison a�ne (resp. 
ombinaison 
onvexe) de 
es points.

Étant donné un ensemble S de points x1, . . . ,xm ∈ Rn
, l'enveloppe 
onvexe de

x1, . . . ,xm
est

conv(S) = {x ∈ Rn
| x 
ombinaison 
onvexe de x1, . . . ,xm}.

La �gure 1.2 illustre 
ette notion.

Des points x1, . . . ,xm ∈ Rn
sont dits linéairement indépendants (resp. a�nement

indépendants) si le système

m∑

i=1

λix
i = 0
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conv(S)

points de S

Fig. 1.2 � Enveloppe 
onvexe

(resp.

m∑

i=1

λix
i = 0 et

m∑

i=1

λi = 0)

admet une solution unique λi = 0 pour i = 1, . . . ,m.

Un polyèdre P est l'ensemble des solutions d'un système linéaire Ax 6 b 
'est-à-dire

P = {x ∈ Rn
| Ax 6 b}, où A est une matri
e à m lignes et n 
olonnes, et b un ve
teur

à m 
omposantes. Un polytope est un polyèdre borné.

Un polyèdre P ⊆ Rn
est dit de dimension p si le nombre maximum de points de P

a�nement indépendants est p + 1. Nous noterons alors dim(P ) = p. Un polyèdre P de

Rn
est de pleine dimension si dim(P ) = n.

Si a et x sont deux ve
teurs 
olonnes à n 
omposantes, on note par aT x, le produit

s
alaire de a et x. Une 
ontrainte aT x 6 α est dite valide pour un polyèdre P de Rn

si elle est véri�ée pour toute solution de P . Soit x∗ ∈ Rn
. L'inégalité aT x 6 α est dite

serrée pour x∗
si aT x∗ = α. Une 
ontrainte est dite violée par x∗

si x∗
ne la satisfait

pas (voir �gure 1.3).

Étant donnés un polyèdre P et une 
ontrainte aT x 6 α valide pour P , le sous-

ensemble F = {x ∈ P | aT x = α} est appelé fa
e de P dé�nie par aT x 6 α. De plus

nous avons dim(F ) 6 dim(P ). Une fa
e F est dite propre si F 6= P et F 6= ∅. Une fa
e

propre F est une fa
ette de P si dim(F ) = dim(P )− 1.

Un point extrême d'un polyèdre P est une fa
e de P de dimension 0. Il est fa
ile de

voir qu'un point x ∈ Rn
est un point extrême d'un polyèdre P , s'il ne peut pas être

é
rit 
omme 
ombinaison 
onvexe d'autres points de P .
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points extrêmes

valide

non valide

fa
e propre

fa
ette

valide

valide

non fa
ette

fa
e propre

P

Fig. 1.3 � Contraintes valides, fa
es et fa
ettes

1.3.2 Appro
he polyédrale

Soient P un problème d'optimisation 
ombinatoire, S l'ensemble des solutions de P,

E l'ensemble de base de P et c la fon
tion poids asso
iée aux variables du problème.

Le problème P s'é
rit don
 max{cx | x ∈ S}.

Si F est un sous-ensemble de E, le ve
teur xF ∈ RE
(ayant |E| 
omposantes asso
iées

aux éléments de E) tel que

xF (e) =

{
1 si e ∈ F,

0 sinon,

est appelé ve
teur d'in
iden
e de F . Le polyèdre

P (S) = conv{xS
| S ∈ S}

est appelé polyèdre des solutions de P (ou polyèdre asso
ié à P).

Le problème P est don
 équivalent au programme linéaire max{cx | x ∈ P (S)}. P (S)

peut être 
ara
térisé par un ensemble de 
ontraintes linéaires où 
haque 
ontrainte

dé�nit une fa
ette. Si on peut dé
rire entièrement le polyèdre P (S) par un système

d'inégalités linéaires, le problème P se ramène don
 à la résolution d'un programme

linéaire.
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L'appro
he polyédrale 
onsiste à ramener la résolution du problème à la résolution

d'un (ou d'une séquen
e) de programmes linéaires. Cette transformation né
essite, par


onséquent, une étude approfondie du polyèdre asso
ié au problème. Néanmoins, la


ara
térisation 
omplète de 
e polyèdre est généralement di�
ile à établir (voire im-

possible si le problème est NP-di�
ile). De plus, le nombre de 
ontraintes né
essaires

pour dé
rire le polyèdre, est souvent exponentiel. Cependant, en utilisant une méth-

ode de 
oupes et bran
hements (Bran
h-and-Cut method), une des
ription partielle

peut être su�sante pour résoudre le problème à l'optimum. Cette méthode 
ombine la

méthode de 
oupe (Cutting planes method) et la méthode de séparation et évaluation

(Bran
h & Bound method).

1.3.3 Méthode de 
oupes et bran
hements

x∗
P

aT x > b

Fig. 1.4 � Hyperplan séparant x∗
et P

La méthode de 
oupes et bran
hements pour un problème d'optimisation 
ombi-

natoire est basée sur le problème dit de séparation. Soit P un polyèdre dans Rn
. Le

problème de séparation asso
ié à P 
onsiste à véri�er pour un point x∗ ∈ Rn
si x∗

appartient à P , et dans le 
as 
ontraire, à trouver une 
ontrainte aT x 6 b valide pour

P et violée par x∗
. Dans 
e deuxième 
as, l'hyperplan aT x = b sépare P et x∗

(voir la

�gure 1.4).

Une des grandes avan
ées de l'optimisation 
ombinatoire est le parallèle entre sépa-

ration et optimisation. Gröts
hel, Lovász et S
hrijver [52℄ ont montré qu'un problème

d'optimisation sur un polyèdre P est polynomial si et seulement si le problème de

séparation asso
ié à P peut être résolu en temps polynomial.



24 Notions préliminaires

Considérons un problème d'optimisation 
ombinatoire P de la forme max{cx | Ax 6

b, x entier} et soit P le polyèdre asso
ié à P. Supposons que l'on dispose d'un système

Āx 6 b̄ de 
ontraintes valides pour P et qui 
ontient 
omme sous-système les 
ontraintes

de base du problème. La méthode de 
oupes et bran
hements 
ommen
e par résoudre

un programme linéaire

P1 = max{cx | Ā1x 6 b̄1}

où Ā1x 6 b̄1 est un sous-système de Āx 6 b̄ 
ontenant un nombre raisonnable de


ontraintes. Si la solution optimale, disons x1 de P1, est entière et et si x1 est une

solution de Ax 6 b, alors elle est optimale pour P. Sinon, on résout le problème de

séparation asso
ié à Āx 6 b̄ et x1. Si l'on trouve une 
ontrainte a1x 6 α1 violée par x1,

elle est ajoutée au système Ā1x 6 b̄1 et nous obtenons un nouveau programme linéaire

P2 = max{cx | Ā1x 6 b̄1, a1x 6 α1}.

On résout P2. Si la solution optimale x2 de P2 est entière et si x2 est une solution de

Ax 6 b, alors elle est optimale pour P. Sinon, 
omme pour x1 on résout le problème de

séparation asso
ié à Āx 6 b̄ et x2. Si a2x 6 α2 est une 
ontrainte violée par x2, elle est

ajoutée au système Ā2x 6 b̄2 et ainsi de suite. En 
ontinuant 
e pro
essus appelé phase

de 
oupe, nous pouvons trouver soit une solution optimale pour P, soit une solution

x∗
qui soit fra
tionnaire et pour laquelle nous ne pouvons pas générer de 
ontrainte

violée. Dans 
e 
as, nous 
ommençons une phase dite de bran
hement qui 
onsiste à


onstruire un arbre de Bran
h & Bound. Nous 
hoisissons une variable fra
tionnaire x∗
i .

Nous résolvons deux nouveaux programmes linéaires (nouveaux sommets de l'arbre) en

ajoutant soit la 
ontrainte xi = 0, soit xi = 1 au programme linéaire obtenu à la �n de la

phase de 
oupe. Pour 
ha
un de 
es nouveaux sommets, nous appliquons une pro
édure

de 
oupes. Si une solution optimale de P n'a pas été trouvée, nous séle
tionnons une

feuille de l'arbre, 
'est-à-dire un sous-problème dont la phase de 
oupe a abouti à une

solution fra
tionnaire, et nous re
ommençons une phase de bran
hement. La �gure 1.5

illustre la phase de bran
hement.

Cette appro
he est maintenant largement utilisée pour les problèmes d'optimisation


ombinatoire di�
iles. La méthode de 
oupes et bran
hements peut être utilisée lorsque

le nombre de variables du problème n'est pas très grand (polynomial). Par 
ontre, si le

problème 
omporte un nombre exponentiel de variables, la méthode de génération de


olonnes et bran
hement est plus appropriée pour appro
her le problème.
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fra
tionnaire

Solution moins

bonne que la

solution


ourante

x4
fra
tionnaire

d'améliorer

le résultat

Solution sus
eptible

Solution optimale

x1
entière


ourante

x2
fra
tionnaire : 
omposante x2

j fra
tionnaireP2

P3

P1

x0
fra
tionnaire : 
omposante x0

i fra
tionnaire

x0

i = 0 x0

i = 1

x2

j = 0 x2

j = 1

P4

P0

Fig. 1.5 � Phase de bran
hement

1.4 Notations et dé�nitions de la théorie des graphes

Un graphe non orienté est noté G = (V,E) où V est l'ensemble des sommets et E

l'ensemble des arêtes. Si e est une arête reliant deux sommets u et v, alors u et v seront

appelés les extrémités de e, et nous é
rirons e = uv. Si u est une extrémité de e, alors

u (resp. e) est dit in
ident à e (resp. u). De même, deux sommets u et v reliés par une

arête sont dits adja
ents.

Soit G = (V,E) un graphe non orienté. Si F ⊆ E est un sous-ensemble d'arêtes,

alors V (F ) représente l'ensemble des extrémités des arêtes de F . Si W ⊆ V est un

sous-ensemble de sommets, alors E(W ) dénote l'ensemble des arêtes ayant leurs deux

extrémités dans W . De plus, H = (W,E(W )) est dit sous-graphe de G induit par W

et sera noté par G[W ]. On dit qui G est 
omplet s'il y a une arête entre 
haque paire

de sommets. Kn représente le graphe 
omplet, simple (sans bou
le ni arête multiple)

sur n sommets.

Soient u et v deux sommets de V . Une 
haîne P entre u et v est une séquen
e alternée
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de sommets et d'arêtes (v0,e1,v1,e2,v2, . . . ,vk−1,ek,vk) où v0 = u, vk = v, ei = vi−1vi

pour i = 1, . . . ,k et v0, . . . ,vk sont des sommets distin
ts de V . S'il n'y a pas de


onfusion possible, on peut également noter P par sa séquen
e d'arêtes (e1, . . . ,ep)

ou sa séquen
e de sommets (v1, . . . ,vp+1). Deux 
haînes entre u et v sont dites arête-

disjointes (resp. sommet-disjointes) s'il n'existe pas d'arête (resp. de sommet di�érent

de u et v) apparaissant dans les deux 
haînes.

Un graphe G est 
onnexe si, pour toute paire de sommets u, v de V , il existe au

moins une 
haîne entre u et v.

Un arbre d'un graphe G = (V,E) est un sous-graphe 
onnexe et sans 
y
le.

Si F ⊂ E, on notera par G\F le graphe obtenu à partir de G en supprimant les

arêtes de F . Si F est réduit à une seule arête e, nous é
rirons G\e au lieu de G\{e}.

W V \W

δ(W )

Fig. 1.6 � Une 
oupe δ(W )

Soit W ⊆ V , W 6= ∅, un sous-ensemble de sommets de V . L'ensemble des arêtes ayant

une extrémité dans W et l'autre dans V \W est appelé 
oupe et noté δ(W ) (voir �gure

1.6). V \W est aussi noté W . La 
oupe est symétrique, 
'est-à-dire que δ(W ) = δ(W ).

Si W est réduit à un seul sommet v, nous é
rirons δ(v) au lieu de δ({v}).

Étant donnés W et W ′
deux sous-ensembles disjoints de V , alors [W,W ′] représente

l'ensemble des arêtes de G qui ont une extrémité dans W et l'autre dans W ′
. On note

x[W,W ′] la valeur de ses arêtes. Lorsque W et W ′
sont réduits à un seul sommet, on

é
rira [u,u′] à la pla
e de [{u},{u′}].

Si V1, . . . ,Vp, (p > 2) est une partition de V , alors δ(V1, . . . ,Vp) représente l'ensem-

ble des arêtes ayant leurs extrémités dans des éléments di�érents de la partition (i.e

l'ensemble des arêtes e = uv telles que u ∈ Vi, v ∈ Vj et i 6= j). Cet ensemble d'arêtes

est appelé multi
oupe.
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Étant donné un graphe G = (V,E), H = (V,F ) est dit graphe support de G si pour


haque arête e = (u,v) de G il existe exa
tement une arête entre u et v dans H .

Étant donnée une arête e = uv ∈ E, l'opération de 
ontra
tion de l'arête e 
onsiste à

supprimer e, à identi�er les sommets u et v tout en 
onservant les arêtes adja
entes à

u et v. On note G/e le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant e. Étant donné un

sommet W ⊆ V , 
ontra
ter W 
onsiste à supprimer les arêtes de E(W ), à identi�er

tous les sommets de W tout en 
onservant les arêtes voisines des sommets de W . Pour

une partition donnée π = (V1,...,Vp), p > 2 on note Eπ = δ(V1,...,Vp). On appelle p, la


ardinalité de π. On désigne aussi par Gπ = (Vπ,Eπ) le graphe obtenu à partir de G en


ontra
tant 
haque élément Vi, i = 1,...,p. Si U et W sont deux sous-ensembles disjoints

de sommets, on note par [U,W ] l'ensemble des arêtes ayant une extrémité dans U et

l'autre dans W . Étant donnée une solution x ∈ RE
, l'inégalité ax > α est dite serrée

pour x si ax = α.





Chapitre 2

Le problème de 
on
eption de réseaux

�ables

Dans 
e 
hapitre, nous présentons le 
ontexte dans lequel le problème de 
on
eption

de réseaux �ables s'ins
rit. Nous revenons sur les modèles établis pour 
e problème

ainsi que sur les méthodes de résolution existantes. Puis nous nous fo
alisons sur les

appro
hes polyédrales. Nous donnons d'abord une formulation du problème en terme

de programme linéaire en nombres entiers. Puis nous nous intéressons au polyèdre des

solutions. Nous dis
utons en parti
ulier de 
ertaines 
lasses de 
ontraintes valides pour


e polyèdre.

2.1 État de l'art

Le développement de l'industrie des télé
ommuni
ations est 
onfronté à la question

de la robustesse des réseaux. Il s'agit de savoir 
onstruire et maintenir des réseaux de

telle manière que 
eux-
i tolèrent un 
ertain nombre de pannes ou d'utilisations im-

prévues, et 
ontinuent à fon
tionner et à assurer les transmissions de données. Pour

rendre un réseau robuste, on peut jouer sur di�érents paramètres tels que la topologie

du réseau, les débits, les 
apa
ités de transmission. Trouver un réseau robuste en ma-

nipulant à la fois tous 
es paramètres est très 
omplexe. Cette question se dé
line en de

nombreux problèmes qui vont de la 
on
eption de la topologie du réseau, au problème

de la prédi
tion du tra�
, en passant par 
elui du dimensionnement.
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Dans 
ette thèse, nous nous intéressons à la robustesse de la topologie du réseau,


'est-à-dire à la manière selon laquelle les n÷uds sont reliés entre eux. C'est 
e que l'on

appelle la �abilité du réseau. Celle-
i peut être 
ara
térisée selon plusieurs paramètres

tels que le degré des n÷uds (
'est-à-dire le nombre de n÷uds auxquels un n÷ud est re-

lié), la distan
e entre 
haque paire de n÷uds, la 
onnexité (
'est-à-dire l'existen
e d'un

ou plusieurs 
hemins entre deux n÷uds). Dans 
e travail, la �abilité sera modélisée par

des 
onditions de 
onnexité qui garantissent l'existen
e de 
hemins alternatifs en 
as

de panne.

On s'intéresse à la phase qui pré
ède la 
onstru
tion d'un réseau et qui 
onsiste à

établir sa topologie. Cette étape est utile quel que soit le réseau 
onsidéré et, pour

les réseaux de télé
ommuni
ation, quelle que soit la 
ou
he 
onsidérée (SDH/SONET,

ATM, WDM, IP). En e�et, il est toujours préférable d'essayer de se prémunir 
ontre

les pannes matérielles futures. Cette étape est don
 un préalable dans l'optimisation

d'un réseau, quel qu'il soit.

La 
onstru
tion d'un réseau de topologie �able, don
 plut�t dense, est 
onfrontée au


oût �nan
ier que 
ette 
onstru
tion suppose. En e�et, l'industrie des télé
ommuni
a-

tion utilise des matériaux qui restent onéreux. C'est le 
as, par exemple, de la �bre

optique qui a par ailleurs des qualités physiques remarquables. En e�et, elle o�re un

débit d'informations nettement supérieur à 
elui des 
âbles 
oaxiaux et supporte un

réseau � large bande � par lequel peuvent transiter aussi bien la télévision, le téléphone,

la visio
onféren
e ou les données informatiques. Le problème que l'on traite dans 
ette

thèse est de déterminer un réseau �able qui soit de 
oût minimum.

2.1.1 Modèles

Le problème de 
on
eption de réseau �able a été l'objet d'une attention parti
ulière

ave
 prin
ipalement deux modèles 
onsidérés. Le premier, formulé par Steiglitz et al.

[75℄ et nommé par la suite le problème Steiner généralisé par Winter [81℄, s'énon
e


omme suit.
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Problème 2.1. Soient G = (V,E) un graphe, S ⊆ V et c : E 7→ R une fon
tion 
oût

qui asso
ie à 
haque arête e de E un 
oût c(e). Étant donnée une matri
e 
arrée de

taille |S|, R = (rs,t), dé�nissant 
ertaines 
onditions de 
onnexité entre les sommets,

trouver un sous-graphe de G de 
oût minimum, 
ouvrant S de telle manière que pour


haque paire de sommets s,t de S, il existe au moins rs,t 
haînes arête-disjointes (ou

sommet-disjointes) entre s et t.

Ce modèle a été largement étudié [17, 18, 37, 66℄ et a été généralisé par le mod-

èle introduit par Gröts
hel et Monma [49℄, dans lequel les 
onditions de �abilité sont

représentées à l'aide de deux matri
es R = (rs,t) et K = (ks,t). On demande pour


haque paire de sommets s,t, après la suppression de ks,t sommet(s), qu'il existe en
ore

rs,t 
haîne(s) arête-disjointe(s) (ou sommet-disjointe(s)) entre s et t . Ce modèle né
es-

site de 
onnaître beau
oup de données qui ne sont pas toutes asso
iées à des réalités

physiques mesurables. Un autre modèle plus réaliste, a été introduit par Gröts
hel et

al. [48, 50, 77℄, et a été largement étudié par la suite. Ce modèle est basé sur la spé
i�-


ation de types de n÷uds qui 
orrespondent à des 
onditions de �abilité parti
ulières.

Kerivin et Mahjoub ont étudié 
e modèle ave
 une appro
he polyédrale [59, 60℄. Nous

pré
isons dans 
e qui suit en quoi 
e modèle est adapté pour modéliser des problèmes

réels.

Un réseau de télé
ommuni
ation générique se dé
ompose en un réseau d'a

és et en

un réseau 
oeur. Le réseau d'a

ès est 
omposé de plusieurs points de présen
e (POP

pour Point Of Presen
e) gérés par des opérateurs 
on
urrents. Les utilisateurs sont


onne
tés entre eux à travers les POP de leurs opérateurs respe
tifs. Pour 
e faire, les

POP sont 
onne
tés entre eux par le réseau 
÷ur. Celui-
i résulte de l'inter
onnexion

de systèmes autonomes gérés par di�érentes autorités 
omme les universités, les opéra-

teurs ou 
ertaines entreprises. On peut, de plus, distinguer au sein du réseau 
÷ur

plusieurs ensembles de n÷uds. Cette distin
tion entre di�érents ensembles de sommets

induit une stru
ture hiérar
hique dans laquelle les noeuds sont plus ou moins impor-

tants selon leur fon
tion, le plus bas niveau étant 
elui d'un n÷ud qui doit seulement

être 
onne
té au réseau alors que le plus haut niveau est 
elui des n÷uds les plus im-

portants du réseau 
÷ur.

Considérons un graphe G = (V,E) non-orienté, où 
haque arête e ∈ E a un 
oût
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c(e) ∈ R+. On asso
ie aux sommets u ∈ V un ve
teur d'entiers r = (r(u),u ∈ V ), appelé

type de 
onnexité. On dit alors qu'un sous-graphe véri�e les 
onditions de �abilité si,

pour toute paire de sommets s,t, il existe au moins

r(s,t) = min(r(s),r(t))


haîne(s) arête(s)-disjointe(s) (ou sommet(s)-disjointe(s)) reliant s et t, pour toute

paire s,t de V . Le problème de 
on
eption de réseau �able peut alors se formuler de

la manière suivante.

Problème 2.2. Étant donnés un graphe G = (V,E), un ve
teur de types de 
onnexité

asso
iés aux sommets r = (r(u),u ∈ V ), et une fon
tion 
oût c : E 7→ R, déterminer un

sous-graphe véri�ant les 
onditions de �abilité relatives à r, qui soit de 
oût minimum.

On notera 
e problème SNDP (pour Survivable Network Design Problem). Ce prob-

lème regroupe en fait deux problèmes selon que l'on 
onsidère des 
haînes arêtes-

disjointes (le problème est appelé ESNDP) ou sommet-disjointes (le problème est ap-

pelé NSNDP). Nous ne 
onsidèrerons dans 
ette thèse que le 
as où l'on ne demande

qu'une �abilité sur les arêtes. Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible, on notera le

problème simplement SNDP.

On peut remarquer que la modélisation du problème de 
on
eption de réseau �able

à l'aide du ve
teur de types de 
onnexité asso
iés aux sommets est un 
as parti
ulier

de la modélisation du problème Steiner, dans le 
as où on aurait rs,t = min(r(s),r(t))

pour toutes les paires s,t de sommets de V . Cette modélisation est, 
omme on l'a déjà

vu, bien adaptée pour les réseaux de télé
ommuni
ation. De plus, elle peut aussi être

utilisée pour d'autres appli
ations ayant également une stru
ture hiérar
hique, telles

que les réseaux de distribution, les réseaux sans �l.

Notons par rmax la 
onnexité maximale, 
'est-à-dire

rmax = max{r(u) | u ∈ V }.

Si rmax 6 2, nous parlerons alors de 
onditions de 
onnexité faibles. Ce modèle

est un 
ompromis réaliste entre la volonté d'obtenir une topologie �able et le 
oût

�nan
ier induit par les 
onstru
tions supplémentaires. Dans 
e 
as, on peut distinguer

trois sortes de n÷uds : les n÷uds spé
i�ques, qui doivent être protégés d'éventuelles

pannes, pour lesquels le type de 
onnexité est 2; les n÷uds ordinaires qui doivent
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simplement être reliés au réseau, pour lesquels le type de 
onnexité est 1; et les n÷uds

optionnels, que l'on 
onsidère ou non selon la modélisation, et pour lesquels le type

de 
onnexité est 0. Néanmoins, 
ette manière d'assurer la �abilité d'un réseau, si elle

a été beau
oup utilisée, est pourtant remise en 
ause aujourd'hui pour les nouvelles

générations de réseaux (pour les transmissions de vidéo-
onféren
es, et
) qui né
essitent

des prote
tions plus 
ompliquées et plus adaptées. Ces motivations pratiques, ainsi que

l'intérêt théorique nous amènent à nous intéresser au modèle ave
 des 
onditions de


onnexité fortes, 
'est-à-dire ave
 rmax > 3.

L'utilisation des types de 
onnexité donne une modélisation qui englobe de nombreux

problèmes d'optimisation 
ombinatoire étudiés 
es dernières dé
ennies. Ainsi lorsque

r(u) = k pour tout sommet u ∈ V , et lorsque l'on 
onsidère une �abilité sur les arêtes,

on se ramène au problème du sous-graphe k-arête 
onnexe. Lorsque k = 2, le problème

est une relaxation du problème du voyageur de 
ommer
e qui 
onsiste à trouver un 
y
le

hamiltonien (
'est-à-dire qui passe par tous les sommets du graphe) de 
oût minimum.

Le problème du voyageur de 
ommer
e a été très étudié. C'est un problème NP-di�
ile.

En�n, le problème de l'arbre Steiner est un autre exemple de problème 
ontenu dans


ette modélisation. Il est dé�ni par un ve
teur r ∈ {0,1}V et un 
oût sur les arêtes

stri
tement positif. Ce problème est aussi NP-di�
ile.

Une 
onséquen
e de 
e qui pré
ède est le théorème suivant.

Théorème 2.3. [41℄ SNDP est NP-di�
ile

Pour 
ompléter la des
ription des modèles du problème de 
on
eption de réseaux

�ables, 
itons aussi quelques problèmes qui 
onsidèrent de plus des 
ontraintes de

bornes. Ces problèmes tiennent 
ompte des stratégies de routage. Ainsi, l'une de 
elles-


i, appelée routage lo
al, 
onsiste en 
as de panne, à rerouter le tra�
 entre les extrémités

de 
ette liaison. Une solution pour limiter la longueur de la déviation induite par la

panne est d'imposer que 
ha
un des liens du réseau appartienne à un 
y
le borné.

Fortz [34℄, Fortz et Labbé [35℄ et Fortz et al. [36℄ se sont intéressés au polyèdre de


e problème et ont développé un algorithme de 
oupes et bran
hements. Une autre

stratégie est 
elle du routage bout en bout. Dans 
e 
as, si une panne a lieu sur un

lien, le tra�
 doit être réa
heminé entre ses noeuds d'origine et de destination. A�n

de limiter la longueur de la déviation, on demande qu'il y ait au moins deux 
hemins

arêtes-disjoints (ou n÷uds-disjoints) ayant une longueur bornée, pour 
haque paire de

sommets. Cela 
orrespond par exemple aux réseaux ATM et à l'Internet. Huyghen et
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al. [55℄ ont étudié la 
omplexité et ont réalisé une étude polyédrale sur 
e problème.

2.1.2 Cas parti
uliers

Même si SNDP est un problème NP-di�
ile, 
ertains 
as parti
uliers sont résolus en

temps polynomial. Ces 
as se 
ara
térisent soit par leur type de 
onnexité, soit par leur

fon
tion 
oût, soit par une 
lasse de graphes.

Ainsi dans le 
as où r(v) = 1 pour tout v ∈ V , SNDP est résolu en temps poly-

nomial. Ce problème n'est en fait rien d'autre que le problème de l'arbre 
ouvrant de

poids minimum qui se résout à l'aide d'un algorithme glouton [6℄. Si de plus on a 
er-

tains sommets de type 0, on obtient alors le problème de l'arbre Steiner qui est 
onnu

pour être NP-di�
ile. Néanmoins, Lawler [65℄ a donné deux algorithmes de résolution

du problème de l'arbre Steiner. Un des algorithmes est polynomial en nombre de ter-

minaux et exponentiel en nombre de sommets Steiner et vi
e versa pour l'autre. Par


onséquent, si r ∈ {0,1}V et si le nombre de sommets Steiner est limité ou si le nombre

de terminaux est limité, alors on peut résoudre SNDP en temps polynomial.

Un autre 
as parti
ulier bien 
onnu est le 
as où tous les sommets ont un type égal à

0 ex
épté deux sommets u1 et u2 qui sont de type 1. Ce problème est en fait le problème

du plus 
ourt 
hemin entre u1 et u2, pour lequel il existe plusieurs algorithmes poly-

nomiaux, à 
ondition qu'il n'existe pas de 
y
le de 
oût négatif. De plus, si on ajoute

la 
ontrainte qui limite le nombre de n÷uds à un entier positif L, alors une appro
he

par la programmation dynamique permet de résoudre le problème [6℄.

Il existe d'autres 
as polynomiaux qui sont 
ara
térisés par une fon
tion 
oût parti-


ulière. Considérons le 
as où le 
oût est égal à 1 pour toutes les arêtes. Le problème

revient don
 à trouver un sous-graphe véri�ant les 
onditions de �abilité ave
 un nom-

bre d'arêtes minimum. Lorsque l'on 
onsidère la �abilité sur les arêtes, le problème

peut être résolu en temps polynomial dès que r(v) > 1 pour tout v ∈ V , et lorsque les

arêtes parallèles sont autorisées [76℄. Lorsque le 
oût appartient à {0,1} le problème est


onnu 
omme étant le problème d'augmentation qui s'énon
e de la manière suivante.

On 
her
he à ajouter à un graphe un minimum d'arêtes pour que les 
onditions de
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�abilité soient satisfaites. Pour 
ela on 
onsidère que les arêtes du graphe de départ

ont un 
oût égal à 0 et que les arêtes que l'on peut éventuellement ajouter ont un 
oût

égal à 1. Frank [37℄ a résolu 
e problème. Lorsque les 
onditions de �abilité portent sur

les sommets, des algorithmes polynomiaux ont été donnés ([32, 54℄) pour obtenir un

graphe 2-sommet-
onnexe lorsque les arêtes parallèles sont interdites. Hsu et Kao [54℄

ont donné un algorithme en temps polynomial lorsque r(v) = 2 pour tout v ∈ V et

ave
 des 
onditions de �abilité qui portent à la fois pour 
ertaines paires de sommets,

sur les arêtes et pour d'autres, sur les sommets.

En�n, 
ertain ve
teurs de types de 
onnexité donnent des problèmes qui peuvent

également être résolus en temps polynomial pour 
ertaines 
lasses de graphes. Avant

de présenter 
es résultats, dé�nissons quelques 
lasses de graphes. Un graphe H est dit

un mineur d'un graphe G, ou on dit en
ore que G est 
ontra
tible à H , si H peut

être obtenu par une su

ession de suppressions et 
ontra
tions d'arêtes à partir de G.

On dit qu'un graphe G est série-parallèle si G n'est pas 
ontra
tible à K4, le graphe


omplet sur 4 sommets. Un graphe est outerplanaire s'il est planaire et si l'on peut

disposer ses sommets de telle manière qu'ils appartiennent tous à la fa
e extérieure.

Un graphe est dit graphe de Halin s'il est 
onstitué d'un 
y
le et d'un arbre qui n'a

pas de sommet de degré 2 et tel que ses feuilles sont exa
tement les sommets du 
y
le.

Si r ∈ {0,1}V , SNDP peut être résolu en temps polynomial pour les graphes série-

parallèles 
omme Takamizawa l'a montré [78℄. Pour les graphes série-parallèles, outer-

planaires et les graphes de Halin, Winter [81℄ a donné un algorithme en temps poly-

nomial pour résoudre SNDP lorsque r ∈ {0,2}V , à la fois lorsque l'on 
onsidère des


onditions de �abilité sur les arêtes ou sur les sommets. Pour les graphes de Halin, Win-

ter [81℄ a aussi donné un algorithme polynomial qui résout SNDP quand r ∈ {0,3}V ,

ave
 des 
onditions de �abilité sur les arêtes 
omme sur les sommets. Si le graphe ne


ontient pas W4, la roue sur 5 sommets, 
omme mineur, Coullard et al. [21℄ ont mis au

point un algorithme de 
omplexité linéaire pour SNDP lorsque r ∈ {0,2}V et pour des


onditions de �abilité sur les sommets. Lorsque les 
onditions de 
onnexité sont sur les

arêtes, Kerivin et Mahjoub [60℄ ont montré que lorsque r(u) est impair pour tout u,

alors SNDP peut être résolu en temps polynomial sur les graphes série-parallèles. Sur


ette 
lasse de graphe également, Didi Biha et Mahjoub [27℄ ont montré que lorsque

r(v) = k pour tout k où k est un entier positif, SNDP pouvait se résoudre de manière

polynomiale. En�n, Didi Biha et al. [26℄ ont montré que la résolution était aussi polyno-
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miale pour SNDP quand r ∈ {1,2}V et pour une sous-
lasse des graphes série-parallèles

qui 
ontient stri
tement les graphes outerplanaires.

2.1.3 Heuristiques et algorithmes d'approximation

Le problème de 
on
eption de réseaux �ables étant NP-di�
ile, une quantité 
onsid-

érable de la re
her
he a été 
onduite dans la 
on
eption d'heuristiques et d'algorithmes

d'approximation (un algorithme d'approximation se distingue d'une heuristique par le

fait qu'il o�re en plus un rapport d'approximation que l'on peut prouver).

Pour 
on
evoir des heuristiques e�
a
es, la 
onnaissan
e des propriétés stru
turales

de la solution est souvent très utile en raison des améliorations possibles de la for-

mulation du problème. Lorsque la fon
tion 
oût satisfait les inégalités triangulaires

(c(e1) 6 c(e2)+c(e3)) pour tout ensemble de trois arêtes (e1,e2,e3) dé�nissant un trian-

gle), Frederi
kson et Jájá [38℄ ont prouvé qu'un graphe 2-arête 
onnexe (i.e. tel qu'il ex-

iste deux 
haînes arête-disjointes entre 
haque paire de sommets) peut être transformé

en un graphe 2-sommet 
onnexe (i.e. tel qu'il existe deux 
haînes sommet-disjointes

entre 
haque paire de sommets) sans au
une augmentation du 
oût. Ce résultat 
on-

duit à une équivalen
e entre les 
onditions de �abilité sur les n÷uds et 
elles sur les

arêtes lorsque les types de 
onne
tivité sont uniformes et égaux à 2. Pour le même

genre de fon
tions 
oût, Monma et al. [70℄ ont obtenu une des
ription stru
turale des

solutions optimales du problème du sous-graphe 2-sommet 
onnexe. Ce travail a ensuite

été généralisé au problème du sous-graphe k-sommet 
onnexe par Biensto
k et al. [17℄.

En�n, il a été également prouvé que la solution optimale du problème du sous-graphe

k-sommet 
onnexe et 
elle du problème du sous-graphe k-arête 
onnexe peuvent avoir

des 
oûts di�érents.

La première heuristique de re
her
he d'un réseau �able est établie par Steiglitz et al.

[75℄. Ils 
onsidéraient le problème Steiner généralisé. Leur méthode est basée sur un

algorithme de type glouton aléatoire, qui détermine une solution initiale, et sur une

appro
he de re
her
he lo
ale. Pour le problème SNDP lorsque r ∈ {1,2}V , Monma et

Shall
ross [71℄ utilisent une appro
he similaire d'amélioration d'une solution initiale,

mais en tenant 
ompte des propriétés stru
turales des solutions du problème du sous-

graphe 2-sommet 
onnexe et de 
elles du problème du sous-graphe 2-arête 
onnexe.

Plus tard, leurs heuristiques furent modi�ées par Clarke et Anandalingam [19℄ qui

améliorèrent la partie de génération d'une solution initiale.
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Durant les vingt dernières années, la re
her
he de nouvelles heuristiques pour la 
on-


eption de réseaux �ables s'est intensi�ée. Williamson et al. ([44, 49, 40℄) établissent

un algorithme d'approximation basé sur la méthode primal-dual qui a un fa
teur d'ap-

proximation égal à 2rmax. Puis Goemans et al. [43℄ améliorent 
et algorithme pour

obtenir un fa
teur d'approximation égal à 2H(rmax), où H(n) = 1 + 1
2

+ 1
3

+ · · · + 1
n
.

Jain [56℄ a proposé un algorithme d'approximation de fa
teur 2 basé sur une résolu-

tion de la relaxation linéaire du problème après laquelle on arrondit itérativement les

variables de la solution. Notons que 
es algorithmes ont été 
onçus initialement pour

résoudre un problème plus général. Ce problème 
onsiste à trouver un sous-graphe de


oût minimum tel que 
haque 
oupe δ(S), pour un sous-ensemble de sommets S ⊂ V ,


ontient au moins f(S) arêtes où f est une fon
tion de 2V
dans N véri�ant f(V ) = 0, f

est symétrique (i.e f(S) = f(V \S) pour tout S ⊆ V ), et f(A∪B) 6 max{f(A),f(B)}

pour tout A,B ⊆ V .

D'autres algorithmes s'atta
hent à trouver une solution au problème de 
on
eption

de réseaux �ables tel qu'on l'a formulé pré
édemment. C'est le 
as de l'algorithme

d'approximation de Balakrishnan et al. [7℄ qui résout ENSDP quand le ve
teur type de


onnexité appartient à {0,1,2}V de fa
teur d'approximation

3
2
. Ravi et Williamson [72℄

ont présenté un algorithme d'approximation ave
 un fa
teur 2H(k) pour le problème du

sous-graphe k-sommet 
onnexe, k ∈ N+. Ils ont également donné un algorithme d'ap-

proximation de fa
teur 3 pour le problème Steiner généralisé lorsque R ∈ {0,1,2}V ×V
.

Khuller et Raghava
hari [62℄ ont donné un algorithme d'approximation de fa
teur 3

pour le problème du sous-graphe k-sommet 
onnexe lorsque la fon
tion poids véri�e

l'inégalité triangulaire. Par ailleurs, Khuller et Vishkin [63℄ ont donné un algorithme

d'approximation de fa
teur 2, basé sur un algorithme d'interse
tion de matroïdes, pour

résoudre le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe.

Lorsque les graphes 
onsidérés 
ontiennent des arêtes parallèles, Goemans et Bertsi-

mas [42℄ ont donné un algorithme d'approximation de fa
teur min{2H(rmax),2q} pour

SNDP dans le 
as ou r ∈ N|V |
et où q représente le nombre de types de 
onnexité

di�érents. Cet algorithme est issu d'une analyse de l'algorithme de résolution du prob-

lème de l'arbre Steiner. Par une appro
he primal-dual, Aggarwal et al. [5℄ ont obtenu

un algorithme de fa
teur 2log2rmax pour SNDP ave
 un type de 
onnexité quel
onque.

Goemans et Williamson [5℄ utilisent des algorithmes primal-dual pour obtenir un algo-

rithme de fa
teur d'approximation égal à 2H(rmax) pour le problème Steiner généralisé
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lorque R ∈ NV ×V
. En�n, Aggarwal et Garg [4℄ ont amélioré 
e résultat pour obtenir

un algorithme ave
 le fa
teur 2log2|V |.

2.2 Appro
he polyédrale

Nous allons donner dans un premier temps une formulation du problème en termes

de programme linéaire en nombres entiers. Puis nous nous intéressons au polyèdre des

solutions du problème. Nous dis
utons de 
ertaines 
lasses de 
ontraintes valides pour


e polyèdre. Nous présenterons par la suite d'autres familles de 
ontraintes mises en

éviden
e dans 
e travail.

2.2.1 Formulation du problème SNDP

Soient G = (V,E) un graphe et r ∈ NV
un ve
teur qui asso
ie à 
haque sommet v du

graphe un entier r(v) représentant le type de 
onnexité du sommet. Soient :

r(W ) = max{r(v) : v ∈W}

r(s,t) = min(r(s),r(t))

con(W ) = max{r(s,t) : s ∈W,t ∈W}

= min(r(W ),r(W ))

On appelle con(W ) la 
onnexité de l'ensemble W .

Menger [69℄ a montré que dans un graphe, il existe k-
haîne arête-disjointes entre

deux sommets s et t si et seulement si toute 
oupe séparant s et t 
ontient au moins

k arêtes. Ainsi demander qu'il y ait au moins r(s,t) 
haînes arête-disjointes entre s

et t revient à demander que la 
oupe minimum séparant s et t 
ontienne au moins

r(s,t) arêtes. Par 
onséquent, si on 
onsidère un ensemble de sommets W ⊂ V , les


onditions de �abilité sur les paires de sommets (u,v) telles que u ∈ W et v ∈ V \W ,

impliquent que le nombre d'arête(s) de la 
oupe δ(W ) doit être supérieur ou égal à

max{r(s,t) : s ∈W, t ∈ V \W} = con(W ).

Par 
onséquent, SNDP est équivalent au programme linéaire en nombres entiers suiv-

ant.

Min
∑

e∈E

c(e)x(e)
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s.
.

x(δ(W )) > con(W ) pour tout W ⊂ V,W 6= ∅ (2.1)

x(e) > 0 pour tout e ∈ E (2.2)

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E (2.3)

x(e) ∈ {0,1} pour tout e ∈ E (2.4)

2.2.2 Polyèdre asso
ié

Soit

SNDP(G,r) = conv{x ∈ R|E| | x satisfait (2.1),(2.2),(2.3),(2.4)}.

le polyèdre asso
ié au problème SNDP. Dans la suite nous allons dis
uter de 
e polyè-

dre.

2.2.2.1 Dimension de SNDP(G,r)

Une arête e ∈ E sera dite essentielle si SNDP(G\e,r)=∅. Autrement dit, e est es-

sentielle si sa suppression de G implique qu'au moins une des 
onditions de �abilité ne

peut plus être satisfaite. On note ES(G,r) l'ensemble des arêtes essentielles.

Si e ∈ E est une arête essentielle, alors nous avons x(e) = 1 pour tout ve
teur d'in
i-

den
e d'un sous-graphe solution de SNDP. Ainsi

SNDP(G,r) ⊆ {x ∈ R|E| | x(e) = 1, pour tout e ∈ ES(G,r)

En se basant sur 
ette remarque, Gr�ts
hel et Monma [49℄ ont montré que la dimension

du polytope SNDP(G,r) est |E| − |ES(G,r)|.

Théorème 2.4. [49℄ Soient G = (V,E) un graphe et r un ve
teur de 
onnexité tel que

SNDP(G,r)6= ∅. Alors

dim(SNDP (G,r) = |E| − |ES (G,r)|

A�n d'étudier les 
ontraintes valides pour le polytope SNDP(G,r), nous avons besoin

du lemme suivant.
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Lemme 2.5. Soient G = (V,E) un graphe et (P ) une propriété d'hérédité sur les sous-

ensembles de E tels que si F1 ⊆ E véri�e (P ) et si F1 ⊆ F2 ⊆ E, alors F2 véri�e (P ).

Soit le polyèdre

Q = conv{xF | F ⊆ E véri�e (P )}.

Supposons que la 
ontrainte ∑

e∈E

a(e)x(e) > b

dé�nisse une fa
ette F de Q di�érente d'une fa
ette triviale. Alors a(e) > 0 pour tout

e de E telle que E\{e} véri�e (P ).

Preuve. Soit e0 une arête de E telle que E\e0 véri�e (P ). Puisque la 
ontrainte

dé�nit une fa
ette non triviale, il existe F ⊆ E tel que e0 /∈ F et xF ∈ F. Don
∑
e∈E a(e)xF (e) =

∑
e∈E\{e0}

a(e)x(e) = b. Soit F ′ = F ∪ {e0}. F ′
véri�e (P ), et don


on a

∑
e∈E a(e)xF ′

(e) > b . Or
∑

e∈E a(e)xF ′

(e) =
∑

e∈E\{e0}
a(e)x(e)+a(e0) = b+a(e0).

D'où a(e0) > 0.

2.2.3 Contraintes valides

2.2.3.1 Inégalités triviales

Le théorème suivant, qui a été démontré par Gr�ts
hel et Monma [49℄, donne les 
as

pour lesquels les inégalités triviales dé�nissent des fa
ettes du polytope SNDP(G,r).

Théorème 2.6. Soient G = (V,E) un graphe et r un ve
teur de types de 
onnexité

asso
iés aux sommets V . On suppose que SNDP(G,r) 6= ∅. Alors, on a les propriétés

suivantes

1) x(e) 6 1 dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r) si et seulement si e ∈ E\ES(G,r).

2) x(e) > 0 dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r) si et seulement si e ∈ E\ES(G,r) et

ES(G,r) = ES(G− e,r).
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2.2.3.2 Inégalités de 
oupe

Rappelons d'abord que les inégalités de 
oupe s'é
rivent de la manière suivante.

x(δ(W )) > con(W ) ∀ W ⊂ V, W 6= ∅.

Dans le 
as parti
ulier où tous les n÷uds ont un même type de 
onnexité, disons k

où k ∈ N et le graphe est (k + 1)-arête 
onnexe, on 
onnaît des 
onditions né
essaires

et su�santes pour qu'une 
ontrainte de 
oupe dé�nisse une fa
ette.

Théorème 2.7. [77℄ Soit G = (V,E) un graphe (k + 1)-arête 
onnexe ave
 r(v) = k

pour tout sommet v ∈ V . Soit W ⊂ V , W 6= V et W 6= ∅. On dé�nit, pour Wi ⊂ W ,

le dé�
it defG(Wi) de la manière suivante

defG(Wi) = max{0,k − |δG[W ](Wi)|}.

De même on dé�nit pour Ui ⊂ V \W , le dé�
it defG(Ui) de la manière suivante

defG(Ui) = max{0,k − |δG[V \W ](Ui)|}.

L'inégalité de 
oupe dé�nit une fa
ette pour le polytope SNDP(G,r) si et seulement si

1) G[W ] et G[V \W ] sont 
onnexes et

2) pour toute arête e ∈ E(W ) ∪ E(V \W ), pour tous ensembles W1, . . . ,Wp (p > 0)

deux à deux disjoints de W ave
 ∅ 6= Wi 6= W , pour i = 1, . . . ,p, et pour tous

ensembles U1, . . . ,Uq (q > 0) deux à deux disjoints de V \W ave
 ∅ 6= Ui 6= V \W ,

pour i = 1, . . . ,q, l'inégalité suivante est véri�ée:

p∑

i=1

defG(Wi) +

q∑

i=1

defG(Ui)− |[∪
p
i=1Wi, ∪

q
i=1 Ui]| 6 k

Corollaire 2.8. Soit G = (V,E) un graphe (k + 1)-arête 
onnexe ave
 r(v) = k pour

tout sommet v ∈ V . Soit W 6= V un ensemble non vide de V .

� Si G[W ] et G[V \W ] sont au plus ⌈k/2⌉-arête 
onnexes, alors la 
ontrainte x(δ(W )) >

k ne dé�nit pas de fa
ette.

� Si G[W ] et G[V \W ] sont k-arête 
onnexes, alors la 
ontrainte x(δ(W )) > k

dé�nit une fa
ette.
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D'autres résultats sur les 
ontraintes de 
oupe sont établis dans la littérature pour

d'autres 
as parti
uliers du problème 
omme le 
as où r ∈ {0,1,2}V . On appelle une

arête e un pont si G\e a plus de 
omposantes 
onnexes que G. Soit G = (V,E) un

graphe et soit W ⊂ V . On pose

λ(G,W ) := la 
ardinalité minimum des sous-ensembles F de E tels que deux n÷uds

de W soient dé
onne
tés dans G\F .

Si |W | < 2, on dé�nit

λ(G,W ) :=∞. En�n, on dé�nit λi(G) égale à λ(G,Vi) où Vi = {v ∈ V |r(v) > i},

i = 0,1, . . . ,rmax.

Dans le 
as où r ∈ {0,1,2}V , Stoer [77℄ a montré le théorème suivant.

Théorème 2.9. [77℄ Soient un graphe G = (V,E), un ve
teur de type de 
onnexité

r ∈ {0,1,2}V , et W ⊂ V , tel que ∅ 6= W 6= V . On suppose que G est 2-sommet 
onnexe

et que λ2(G) > 3.

1) Si con(W ) = 2, alors x(δ(W ) > 2 dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r) si et seule-

ment si

1.1) G[W ] et G[V \W ] sont 
onnexes;

1.2) λ1(G[W ]) > 2 et λ1(G[V \W ]) > 2;

1.3) si e est un pont de G[W ], f est un pont de G[V \W ], U , U ′
sont les ensembles

de sommets des deux 
omposants de G[W ] − e et U , U
′
sont les ensembles

de sommets des deux 
omposants de G[V \W ] − f , et si r(U) = r(U) = 2,

alors |[U,U ]| > 1.

2) Si con(W ) = 1, alors x(δ(W ) > 1 dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r) si et seule-

ment si

2.1) G[W ] et G[V \W ] sont 
onnexes;

2.2) λ1(G[W ]) > 2 et λ1(G[V \W ]) > 2;

2.3) λ2(G[W ]) > 3 et λ2(G[V \W ]) > 3;

3) Si con(W ) = 0, alors x(δ(W ) > 0 ne dé�nit pas de fa
ette.



2.2 Appro
he polyédrale 43

2.2.3.3 Inégalités de partition

Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition de V . On dé�nit

I1 = {i : con(Vi) = 1, i = 1, . . . ,p}

I2 = {i : con(Vi) > 2, i = 1, . . . ,p}

Gr�ts
hel et al [47, 48℄ ont montré que l'inégalité

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >






p− 1 si I2 = ∅,⌈
1

2

∑

i∈I2

con(Vi)

⌉
+ |I1| sinon.

(2.5)

est valide pour SNDP(G,r). Les inégalités de type (4.1) sont appelées inégalités de

partition. Dans le 
as général, le problème de séparation des 
ontraintes de partition

est NP-di�
ile. En e�et, 
onsidérons le problème suivant.

Problème 2.10. Étant donnés un graphe G = (V,E), et trois sommets v1, v2, v3 ∈ V ,

déterminer un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ E tel que v1, v2 et v3 appartiennent à des


omposantes di�érentes de G\F et F soit de 
ardinalité maximum.

Ce problème s'appelle le problème du 3-way 
ut. Dahlaus et al. [23℄ ont montré que le

problème 2.10 est NP-di�
ile. Or Stoer [77℄ a montré que toute instan
e du problème

2.10 se ramène à une instan
e du problème de séparation des 
ontraintes de partition.

Plus parti
ulièrement, le problème se ramène à une instan
e où les trois sommets

spé
iaux, pour le problème du 3-way 
ut, sont de type de 
onnexité 1, et les autres de

type 0. Don
 le problème de séparation des inégalités de partition est NP-di�
ile.

2.2.3.4 Inégalités de SP-partition

Les inégalités de SP-partition ont d'abord été introduites par Chopra [16℄ pour les

graphes outerplanaires sous le nom de 
ontraintes de OP-partition (OP pour outer-

planaire). Chopra 
onsidérait le problème SNDP lorsque r(v) = k, pour tout sommet

v, où k est un entier supérieur à 2, et lorsque de plus 
haque arête du graphe pouvait

être utilisée plusieurs fois. Il montre que 
es 
ontraintes sont valides pour 
e problème

lorsque k est impair. Il montre aussi qu'ave
 les 
ontraintes de non négativité, elles
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ara
térisent le polytope du problème quand le graphe est outerplanaire. Didi Biha et

Mahjoub étendent dans [27℄ les résultats de Chopra au 
as où les arêtes ne sont util-

isées au plus qu'une fois et où le graphe est série-parallèle. Ils montrent également que,

dans 
ette 
lasse de graphes, SNDP(G,r) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes de


oupe et les 
ontraintes triviales lorsque k est pair. En�n, ils montrent que lorsque k est

impair et G est série-parallèle, kECSP(G) est 
omplètement dé
rit par les 
ontraintes

triviales, les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes de SP-partition.

Étant donnée une partition π = (V1, . . . ,Vp), on dé�nit pi 
omme étant le nombre

d'ensembles de la partition ayant une 
onnexité i. Autrement dit, pi = |{j | con(Vj) =

i,j = 1, . . . ,p}|. On dé�nit également rπ = max(con(Vi) | Vi ∈ π). Alors l'inégalité

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >






rπ∑

i=1

⌈
i

2

⌉
pi − 1 si rπ est impair,

rπ∑

i=1

⌈
i

2

⌉
pi si rπ est pair.

(2.6)

Dans [58℄, Kerivin montre que 
es inégalités sont valides pour SNDP(G,r) lorsque le

graphe est série-parallèle et que le ve
teur de type de 
onnexité r appartient à NV
. Ce

résultat se généralise au 
as où G est quel
onque et la partition induit un graphe série-

parallèle. De plus, il a montré que lorsque tous les types de 
onnexité sont impairs, le

problème de séparation des inégalités de partition est polynomial lorsque la partition

est 
omposée de singletons.

La séparation des 
ontraintes de SP-partition dans le 
as général est NP-di�
ile.

En e�et, dans la 
lasse des graphes serie-parallèle, de la même manière que pour les


ontraintes de partition [77℄, toute instan
e du problème 2.10 se ramène à une instan
e

parti
ulière du problème de séparation des 
ontraintes de SP-partition. Le problème est

don
 NP-di�
ile pour la 
lasse des graphes série-parallèles et don
 NP-di�
ile égale-

ment pour le 
as général.

Néanmoins, Kerivin [58℄ a montré que le problème de séparation devenait polynomial

lorsque les types de 
onnexité des sommets appartenaient à {k,k + 1} ave
 k impair. Il

rélève également les propriétés suivantes.
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Remarque 2.11. [58℄ Si con(Vi) est pair pour tout i = 1, . . . ,p, alors les inégalités

(2.6) sont dominées par la 
ontrainte de 
oupe (2.1).

Remarque 2.12. [58℄ Soient G = (V,E) un graphe quel
onque et (V1, . . . ,Vp) une

partition qui induit un graphe série-parallèle. Nous avons

� si rπ 6 2, alors la 
ontrainte de partition (4.1) 
oïn
ide ave
 la 
ontrainte de

SP-partition (2.6),

� si rπ > 2, alors la 
ontrainte de partition (4.1) est dominée par la 
ontrainte de

SP-partition (2.6).

2.2.3.5 Inégalités de r-re
ouvrement

Les 
ontraintes de r-re
ouvrement sont dé�nies pour le problème de r-re
ouvrement

qui est une relaxation du problème de SNDP. Étant donnés un graphe G = (V,E) et

des types de 
onnexité r(v) asso
iés aux sommets v ∈ V , un r-re
ouvrement est un

sous-ensemble d'arêtes F de E tel que |F ∩ δ(v)| > r(v) pour tout v ∈ V . Si les arêtes

sont soumises à un système de poids, alors le problème de r-re
ouvrement 
onsiste

à déterminer un r-re
ouvrement de poids minimum. Edmonds [30℄ a montré que 
e

problème est polynomial. Il a également montré que le polytope asso
ié à 
e problème

est totalement 
ara
térisé par les 
ontraintes suivantes.

x(δ(v)) > r(v) pour tout e ∈ E (2.7)

x(E(H)) + x(δ(H)\T ) >

⌈
1/2(

∑

v∈H

r(v)− |T |)

⌉
pour tout H ⊆ V,

T ⊆ δ(H) tels que∑
v∈V r(v)− |T | est impair

(2.8)

x(e) > 0 pour tout e ∈ E (2.9)

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E (2.10)

L'inégalité (2.8) est appelée inégalité de r-re
ouvrement. Elle est valide pour SNDP.

Gröts
hel, Monma et Stoer [51℄ ont généralisé 
ette inégalité de la manière suivante.

Soient H un sous-ensemble de sommets de V , H 6= V et T ⊆ δ(H) un sous-ensemble

d'arêtes. Pour 
haque arête e = uv notons Te = u,v. Les ensembles Te sont appelés les
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dents. On suppose que si e et f sont deux arêtes parallèles, alors la distin
tion est faite

entre Te et Tf . Étant donnée une partition (H1, . . . ,Hp), p > 3, de H qui véri�e

� r(Hi) > 1, pour tout i = 1, . . . ,p,

� pas plus de con(Hi)− 1 dents interse
tent Hi, pour tout i = 1, . . . ,p,

� au moins 3 Hi sont interse
tés par des dents,

�

∑
i∈I2

con(Hi)− |T | est impaire, où I2 = {i | con(Hi) > 2; i = 1, . . . ,p} .

Posons I1 = {i | con(Hi) = 1; i = 1, . . . ,p} et qi = |{Hj ∈ (H1, . . . ,Hp) | con(Hj) =

i}|. L'inégalité

x(δ(H1,H2, . . . ,Hp)) + x(δ(H)\T ) >

⌈∑
i∈I2

con(Hi)− |T |

2

⌉
+ |I1| (2.11)

est appelée inégalité de r-re
ouvrement généralisée. Comme

∑rπ

i=1 con(Vi) =
∑rπ

i=1 ipi,

on peut réé
rire 
ette inégalité de la manière suivante.

x(δ(H1,H2, . . . ,Hp)) + x(δ(H)\T ) >

⌈∑rπ

i=2 iqi − |T |

2

⌉
+ |I1|

Cette inégalité est valide pour SNDP. Par 
ontre, étant donnée sa stru
ture, il est dif-

�
ile d'utiliser 
es inégalités dans un algorithme de 
oupes et bran
hements. De plus,

Gröts
hel, Monma, Stoer ([51℄ [77℄) ont montré que le problème de séparation de 
es

inégalités est NP-di�
ile.

Théorème 2.13. L'inégalité (2.11) dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r) si

1) G[H ] est 
onnexe,

2) G[Hi] est 
onnexe et λ1(G[Hi]) > 2 pour tout i = 1, . . . ,p,

3) s'il existe une 
oupe C de G[Hi] de taille q telle que G[Hi] − C se dé
ompose

en deux 
omposantes (W1,E1) et (W2,E2) ave
 con(W1) 6 con(W2), alors, si on

note t le nombre de dents in
identes à W1, il n'est pas permis d'avoir t > q + 2

et il n'est pas non plus permis d'avoir t 6 q 6 ⌊con(W1)/2⌋.

Remarque 2.14. Une inégalité de r-re
ouvrement généralisée de la forme de (2.11) ne

dé�nit pas de fa
ette pour SNDP(G,r) s'il existe un ensemble de n÷uds Hi, un n÷ud

v ∈ V \H tel que [{v}, Hi] 
ontient une dent et une arête qui n'est pas une dent.

C'est le 
as lorsque G est 
omplet et qu'il existe un ensemble Hi, ave
 t > 0 dents

in
identes qui 
ontient plus de t n÷uds.
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2.2.3.6 Inégalités de F -partition

Ces inégalités ont été introduites par Mahjoub [68℄. Il s'agit d'un 
as parti
ulier des

inégalités de r-re
ouvrement généralisées.

Barahona et Mahjoub [10℄ ont montré que 
es inégalités, ave
 les inégalités triviales, et


elles de 
oupes, su�sent à 
ara
tériser le polytope SNDP(G,r) quand G est un graphe

de Halin et que les types de sommets sont tous égaux à 2. Didi Biha a également étudié


es inégalités en les appliquant au problème SNDP(G,r) lorsque r est uniforme et égal

à k, ave
 k un entier supérieur à 3. Les 
ontraintes de F -partition pour 
e problème

sont toujours valides mais sont dominées par les 
ontraintes de 
oupes dans 
ertains


as. Kerivin [58℄ a généralisé 
es 
ontraintes pour SNDP(G,r) lorsque r(v) ∈ {1, . . . ,k}

ave
 k un entier stri
tement positif.

Soit G = (V,E) un graphe et r ∈ {1, . . . ,k}N , k un entier stri
tement positif, un

ve
teur de type de sommet. Soit π = (V0,V1, . . . ,Vp) une partition de V . Soient F ⊆

δ(V0) et qi = |{j | con(Vj) = i, j = 1, . . . ,p}| quel que soit i ∈ 1, . . . ,p. Soit S1 =

{i | con(Vi) impair, i = 1, . . . ,p}. La 
ontrainte

x(δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F ) >

⌈ rπ
2
⌉∑

j=1

j(q2j + q2j−1)−

⌊
|S1|+ |F |

2

⌋
(2.12)

est appelée 
ontrainte de F -partition.

Lemme 2.15. La 
ontrainte de F -partition (2.12) est valide pour le problème SNDP.

Preuve: Soit x ∈ SNDP(G,r). x véri�e les inégalités suivantes.

x(Vi) > con(Vi) ∀i = 1, . . . p,

x(e) > 0 ∀e ∈ δ(V0)\F,

−x(e) 6 −1 ∀e ∈ F.
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En sommant les inégalités, on obtient

2x(δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F ) >

k∑

j=1

con(Vj)− |F |

=

⌊k/2⌋∑

j=1

2jp2j +

⌊k/2⌋∑

j=1

(2j − 1)p2j−1 − |F |

=

⌊k/2⌋∑

j=1

2jp2j +

⌊k/2⌋∑

j=1

2jp2j+1 −

⌊k/2⌋∑

j=1

p2j+1 − |F |

=

⌊k/2⌋∑

j=1

2jp2j +

⌊k/2⌋∑

j=1

2jp2j+1 − |S1| − |F |

x(δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F ) >

⌊k/2⌋∑

j=1

j(p2j + p2j+1)−
|S1|+ |F |

2

En arrondissant le membre de droite au plus petit entier inférieur, on obtient bien

l'inégalité (2.12). �

Notons que si l'on ne 
onnaît pas la 
omplexité du problème de séparation dans le


as général, on sait par 
ontre que dans le 
as où les Vi, i = 0, . . . ,p, sont des singletons,

le problème de séparation est polynomial.

Remarque 2.16. Notons que si les notations sont di�érentes de 
elles utilisées pour

les 
ontraintes de r-re
ouvrement généralisé, 
e sont pourtant les mêmes 
ardinalités

que l'on 
onsidère. Autrement dit, qi = pi, pour tout i = 1,...,rπ.

Remarque 2.17. Lorsque les types de 
onnexité sont supérieurs ou égaux à 2, les


ontraintes de r-re
ouvrement généralisé et les 
ontraintes de F -partitions sont équiv-

alentes.

Preuve. Notons α le membre de droite de l'inégalité de r-re
ouvrement généralisé,


'est-à-dire α =
⌈P

i∈I2
con(Hi)−|T |

2

⌉
+ |I1|. On a l'égalité suivante.

α =

⌈∑
i∈I2

iqi − |T |

2

⌉
+ q1

=




∑
i > 2

i pair

iqi +
∑

i > 3

i impair

(i + 1)qi −
∑

i > 3

i impair

qi − |T |

2




+ q1
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Comme

iqi

2
, pour i pair, et (i+1)qi

2
, pour i impair, sont entiers, on peut sortir 
es termes

de la partie entière supérieure. Ainsi

α| = q1 +
∑

i > 2

i pair

i

2
qi +

∑

i > 3

i impair

i + 1

2
qi +




−
∑

i > 3

i impair

qi − |T |

2




En utilisant les indi
es i′ = i/2 pour la première somme et i′ = i+1
2

pour la se
onde,

on obtient

α = q1 + q2 + +
∑

i′>2

i′q2i′ +
∑

i′>2

i′q2i′−1 +




−
∑

i > 3

i impair

qi − |T |

2




=
∑

i′>2

i′(q2i′ + q2i′−1)−



∑
i > 3

i impair

qi + |T |

2



=
∑

i′>2

i′(q2i′ + q2i′−1)−

⌊
|S1| − q1 + |T |

2

⌋

On voit don
 que dans le 
as où tous les types de 
onnexité sont supérieurs ou égaux

à 2, 
'est-à-dire lorsque q1 = 0, l'inégalité de F -partition est la même que l'inégalité de

r-re
ouvrement généralisé.

2.2.4 Lifting

Connaissant une 
ontrainte valide sur un graphe, lifter 
ette 
ontrainte 
onsiste à en

déduire une 
ontrainte valide sur un graphe obtenu en ajoutant des arêtes et/ou des

sommets. Stoer [77℄ a montré les propriétés de lifting présentées 
i-dessous, 
elles-
i

sont très utiles pour l'étude du polytope SNDP(G,r).

2.2.4.1 Lifter dans un graphe ave
 une arête dupliquée

SoientG = (V,E) un graphe et r un ve
teur de types de 
onnexité tels que SNDP(G,r)6=

∅. Soit

ax > b (2.13)
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une 
ontrainte valide sur G. D'après le lemme 2.5, a(e) > 0 pour toute arête e ∈ E.

Considérons e0 une arête de E. Soient e′0 une dupli
ation de e0 et G le graphe obtenu

à partir de G en ajoutant e′0.

Lemme 2.18. Si (2.13) est une 
ontrainte valide sur G, alors

ax = ax + a(e0)x(e′0) > b (2.14)

est valide sur G.

Preuve. Soit T une solution sur G. Si e′0 /∈ T , alors T est également une solution sur

G et (2.14) est véri�ée. On suppose maintenant que e′0 ∈ T . On distingue deux 
as.

Cas 1: e′0 ∈ T , e0 /∈ T . Soit T1 = T\{e′0} ∪ {e0}. T1 est aussi une solution, don


axT1 > b. On a

axT = axT1\{e0} + a(e′0).

Or axT1\{e0} = axT1\{e0}
et a(e′0) = a(e0). Ainsi

axT = axT1 > b.

Cas 2: e′0 ∈ T , e0 ∈ T . Alors il y a deux 
as à 
onsidérer. Soit il existe parmi les arêtes

e0, . . . ,ep reliant les extrémités de e0 une arête n'appartenant pas à T . On se ramène

alors au 
as pré
édent. Soit toutes les arêtes reliant les extrémités de e0 sont dans T .

Dans 
e 
as, il existe une solution T i = T\ei, pour une 
ertaine arête ei ∈ {e0, . . . ,ep}.

En e�et, s'il n'existe pas de telle solution alors toutes les arêtes {e′0,e0, . . . ,ep} sont

essentielles. Or G ne les 
ontient pas toutes 
e qui signi�e que SNDP(G,r)= ∅, une


ontradi
tion.

Soit T i
1 = T i\{e′0} ∪ {ei}. Comme T i

1 est une solution, on a

axT i

= axT i
1
\{e0} + a(e′0)

= axT i
1 > b.

Par ailleurs a(e) > 0 pour tout e ∈ E, en parti
ulier a(ei) > 0. Ainsi

axT = axT i

+ a(ei)

> axT i

> b.

Lemme 2.19. Si (2.13) dé�nit une fa
ette di�érente des fa
ettes triviales sur G, alors

(2.14) dé�nit une fa
ette sur G.
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Preuve. On sait que (2.14) est valide par le lemme pré
édent. Montrons qu'elle est

de dimension n + 1 où n est la dimension du polyèdre dans G. Notons F1 l'ensemble

des solutions de SNDP(G,r) véri�ant ax = b et F2 
elui des solutions de SNDP(G,r)

véri�ant ax + a(e0)x(e′0) = b. Soient x1, . . . ,xn, n ve
teurs a�nement indépendants

appartenant à la fa
ette F1. Soient x′
1, . . . ,x

′
n dé�nis pour i = 1, . . . ,n par

x′
i(e) =

{
0 si e = e′0,

x(e) sinon.

Ce sont n ve
teurs a�nement indépendants appartenant à F2. De plus, il existe parmi

les ve
teurs x1, . . . ,xn, au moins un, disons xi, pour qui xi(e0) = 1, 
ar F1 n'est pas

une fa
ette triviale. Soit x′
n+1 dé�ni par:

x′
n+1(e) =






0 si e = e0,

1 si e = e′0,

xi(e) sinon.

C'est un point de F2. De plus, x′
1, . . . ,x

′
n,x′

n+1 forment n + 1 ve
teurs a�nement in-

dépendants. Don
 F2 est une fa
ette.

Soit f une nouvelle arête ne dupli
ant au
une arête de G. Soit Ĝ le graphe obtenu à

partir de G en ajoutant f .

Lemme 2.20. Si (2.13) est valide sur G, alors la 
ontrainte

ax̂ + a(Cf )x̂(f) > b (2.15)

où Cf est un plus 
ourt 
hemin entre les extrémités de f dans G, est valide sur Ĝ.

Preuve. Soit x̂ une solution sur Ĝ. Soit x la restri
tion de x̂ sur G. On distingue deux


as.

Cas 1: x̂(f) = 0. Alors x est une solution de SNDP(G,r) qui véri�e la 
ontrainte (2.13).

Don


ax̂ + a(C)x̂(f) = ax > b,


'est-à-dire que (2.15) est véri�ée.

Cas 2: x̂(f) = 1. La solution x induit un graphe dans lequel il manque, au plus, un


hemin entre les extrémités de f pour qu'elle appartienne à SNDP(G,r). Soit GC le
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graphe obtenu à partir de G en dupli
ant les arêtes d'un plus 
ourt 
hemin C entre les

extrémités de f . Soit xC dé�ni par:

xC(e) =

{
1 si e est la dupli
ation d'une arête de C,

x(e) sinon.

Il est 
lair que xC est une solution de SNDP(G,r). Il véri�e aCxC > b, où aC est dé�ni

par :

aC(e) =

{
a(g) si e est la dupli
ation d'une arête g,

a(e) sinon.

Comme axC = ax̂ + a(C), on en déduit que x̂ véri�e (2.15).

Le lemme suivant s'obtient 
omme 
onséquen
e dire
te des résultats pré
édents.

Lemme 2.21. Si (2.13) dé�nit une fa
ette di�érente des fa
ettes triviales sur G,

et s'il existe T0 une solution dans Ĝ qui véri�e (2.15) à l'égalité et telle que xTO(f) = 1,

alors (2.15) dé�nit une fa
ette sur Ĝ.

sommet de type de 
onnexité 3

sommet de type de 
onnexité 1

v1 v3

v4 v5

v8

v2

v7v6

e5

e10

e17

e16

e19 e20

e12

e7

e3

arête de valeur 0

arête de valeur 1/2

arête de valeur 1

e14e13

e8

e4 e6

e9

e1

e18

e15

e2

e11

e21

Fig. 2.1 � Une solution fra
tionnaire

La �gure 2.1 montre un graphe pour lequel le polytope dé
rit par les 
ontraintes de


oupe et les 
ontraintes triviales présente des points extrêmes fra
tionnaires qui sont
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oupés par des inégalités de SP-partitions liftées. Le graphe de la �gure 2.1 
ontient

un sous-graphe série-parallèle formé de toutes les arêtes privées de e1 et de e2. Soit x la

solution asso
iée au graphe dé�ni dans �gure 2.1. La solution x est un point extrême

du polytope dé�ni par les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes triviales. En e�et, x

est solution du système suivant.






x(e3) = x(e5) = x(e7) = x(e10) = x(e17) = x(e19) = x(e20) = 1

x(e4) = x(e6) = x(e8) = x(e12) = x(e14) = x(e15) = x(e18) = 0

x(δ({v1,v8,v6})) = 3

x(δ(v2)) = 3

x(δ(v5)) = 3

x(δ(v3)) = 1

x(δ(v7)) = 1

En sommant les valeurs des arêtes, on obtient x(E) = 11,5. On note π la partition

({vi}, i = 1, . . . ,8). La 
ontrainte de partition s'é
rit

x(δ(π)) > ⌈p2 + 3/2p3⌉+ p1 = ⌈3/2 ∗ 6⌉+ 2 = 11.

Comme x(δ(π)) = 11,5, elle est véri�ée par x. La 
ontrainte de SP-partition appliquée

à la partition π′ = ({v1,v2,v3},{v4}, . . . ,{v8}) s'é
rit

x(δ(π′)) > p′1 + 2p′3 − 1 = 1 + 2 ∗ 5− 1 = 10.

Elle est également véri�ée par x. En�n, 
onsidérons la 
ontrainte de SP-partition liftée

x(δ(π)) + a(Ce1
)x(e1) + a(Ce2

)x(e2) > p1 + 2p3 − 1

Pour la solution x de la �gure 2.1, le premier membre de la 
ontrainte vaut 12,5, et

le se
ond membre vaut 2 + 2*6 -1 = 13. La 
ontrainte est don
 violée. Cet exemple

montre don
 l'intérêt des 
ontraintes liftées.

2.3 Con
lusion

Nous avons présenté dans 
e 
hapitre les di�érents modèles utilisés pour fomaliser

le problème de 
on
eption de réseaux�ables. Nous utilisons dans la suite le modèle
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SNDP basé sur les types de 
onnexité asso
iés aux sommets et sur le fait que l'on


onsidère une 
onnexité sur les arêtes et non sur les sommets. Nous avons vu les 
as

où le problème pouvait se résoudre en temps polynomial ainsi que les heuristiques ex-

istantes. Nous avons également donné la formulation de SNDP en programme linéaire

en nombre entier. Puis nous avons présenté des familles de 
ontraintes valides pour le

problème. Nous avons en même temps dis
uté de 
ertaines propriétés polyédrales de


es 
ontraintes.

Ce 
hapitre termine la partie d'introdu
tion et de bibliographie. Nous abordons main-

tenant les travaux spé
i�ques de ma thèse ave
, pour 
ommen
er, un travail sur le

problème du sous-graphe k-arête 
onnexe.



Chapitre 3

Le problème du sous-graphe k-arête


onnexe

Un graphe G = (V,E) est dit k-arête 
onnexe si entre 
haque paire de sommets, il

existe au moins k 
haînes arête-disjointes. Si G est muni d'un 
oût asso
ié aux arêtes,

le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe 
onsiste à trouver un sous-graphe k-arête


onnexe de 
oût minimum, 
ouvrant les sommets de G. Ce problème 
orrespond au


as de SNDP pour lequel r(v) = k, pour tout sommet v ∈ V . Nous 
onsidérons dans


e 
hapitre 
e problème, noté kECSP, lorsque k est impair et k > 3.

Soit π = (V1, . . . ,Vp), p > 2, une partition de V . La 
ontrainte de SP-partition dans 
e


as se formule de la façon suivante.

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >

⌈
k

2

⌉
p− 1 (3.1)

Ce 
hapitre porte sur l'étude des propriétés de fa
ette des 
ontraintes de SP-partition

pour kECSP. Il est basé sur un travail réalisé ave
 Diarrassouba et qui a donné lieu à

un rapport de re
her
he [24℄.

Dans un premier temps, nous rappelons 
ertains résultats à propos du polytope asso
ié.

Ensuite, nous étudions les 
ontraintes de SP-partition. En nous appuyant sur des résul-

tats de Chopra [16℄, de Didi Biha [25℄, et de Didi Biha et Mahjoub [27℄, nous donnons

des 
onditions né
essaires et su�santes pour que les 
ontraintes (3.1) dé�nissent des

fa
ettes dans les graphes outerplanaires. Nous montrons ensuite que si le graphe est

série-parallèle et que la partition π induit un graphe série-parallèle non outerplanaire,

alors la 
ontrainte de SP-partition induite par π n'est pas une fa
ette. En�n nous

donnons quelques éléments de ré�exion pour le 
as où le graphe est quel
onque.
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3.1 Introdu
tion

Le problème kECSP a été étudié pour 
ertaines 
lasses de graphes, en parti
ulier

pour la 
lasse des graphes outerplanaires, 
'est-à-dire les graphes non 
ontra
tibles ni

à K4 ni à K3,2, et dans 
elle des graphes série-parallèles, 
'est-à-dire les graphes non


ontra
tibles à K4. Notons que la 
lasse des graphes outerplanaires est une sous-
lasse

de la 
lasse des graphes série-parallèles. On peut dé�nir de manière équivalente un

graphe outerplanaire 
omme étant un graphe planaire tel qu'on peut disposer tous ses

sommets sur la fa
e extérieure.

Fig. 3.1 � Exemple de graphe outerplanaire

Le problème kECSP est équivalent au programme linéaire en nombres entiers suivant.

Min
∑

e∈E

c(e)x(e)

s.


x(δ(W )) > k pour tout W ⊂ V,W 6= ∅ (3.2)

x(e) > 0 pour tout e ∈ E (3.3)

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E (3.4)

x(e) ∈ {0,1} pour tout e ∈ E (3.5)

Soit kECSP(G) =conv{x ∈ R|E| | x satisfait (3.2),(3.3),(3.4),(3.5)}. Didi Biha et

Mahjoub [27℄ ont montré le résultat suivant.

Théorème 3.1. Si G = (V,E) est un graphe série-parallèle k-arête 
onnexe et k est

pair (resp. impair), alors kECSP(G) est 
omplètement 
ara
térisé par les inégalités

(3.2), (3.3) et (3.4) ( resp. (3.1), (3.3), (3.4)).
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3.2 Propriétés des 
ontaintes de SP-partition

3.2.1 Graphes outerplanaires

Nous allons donner dans la suite quelques propriétés de fa
ette des 
ontaintes de SP-

partition pour le kECSP, ave
 k impair, lorsque le graphe est outerplanaire et 2-sommet


onnexe.

I
i G = (V,E) désignera un graphe outerplanaire, 2-sommet 
onnexe qui peut avoir

des arêtes multiples. On supposera que V = {v1,...,vn}, n > 2. Sous 
es 
onditions, les

sommets de G peuvent être disposés sur un 
y
le élémentaire. On peut aussi supposer,

sans perte de généralité, que les sommets v1,...,vn sont indi
és de telle manière que

deux sommets 
onsé
utifs sur le 
y
le aient des indi
es 
onsé
utifs, modulo n. Dans

un premier temps, nous nous intéressons à une partition parti
ulière π0 
onstituée

d'ensembles 
ontenant exa
tement un sommet 
'est-à-dire π0 = ({v1},...,{vn}). Puis

nous généralisons les résultats obtenus pour des partitions quel
onques.

Considérons l'inégalité de SP-partition suivante induite par π0.

∑

e∈E

x(e) >

⌈
k

2

⌉
n− 1. (3.6)

Didi Biha et Mahjoub [27℄ ont montré le lemme suivant.

Lemme 3.2. [27℄ Soit x une solution de P (G,k). Si π = (V1, . . . ,Vp) est une partition

dont la 
ontrainte de SP-partition 
orrespondante est serrée pour x, alors

x([Vi,Vj ]) 6

⌈
k

2

⌉
, pour tout i,j ∈ {1, . . . ,p}. (3.7)

De plus, si x véri�e (3.7) à l'égalité pour i et j ave
 i < j, alors la partition π′ =

(V ′
1 ,...,V

′
p) telle que

V ′
t =Vt pour t = 1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , j − 1,

V ′
i =Vi ∪ Vj,

V ′
t =Vt+1 pour t = j, . . . , p,

est aussi serrée pour x.
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Nous donnons des 
onditions né
essaires et su�santes pour que (3.6) dé�nisse une

fa
ette. Avant 
ela, nous faisons les remarques suivantes. Comme G est un graphe out-

erplanaire, don
 série-parallèle, et 2-sommet 
onnexe, il existe un sommet t adja
ent

à exa
tement 2 sommets t1 et t2. Si x ∈ kECSP(G) alors on a x([t,t1]) >
⌈

k
2

⌉
ou

x([t,t2]) >
⌈

k
2

⌉
. Supposons par exemple que l'on ait x([t,t1]) >

⌈
k
2

⌉
. Alors, si de plus x

véri�e la 
ontrainte (3.6) à l'égalité, d'après le lemme 3.2 on a x([t,t1]) =
⌈

k
2

⌉
.

Lemme 3.3. Si la 
ontrainte (3.6) dé�nit une fa
ette de kECSP(G) di�érente des

fa
ettes induites par les 
ontraintes triviales, alors on a |[vi,vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, i = 1, . . . ,n

(modulo n).

Preuve. Supposons le 
ontraire 
'est-à-dire que (3.6) dé�nit une fa
ette di�érente de


elles dé�nies par les inégalités triviales et qu'il existe i ∈ {1, . . . ,p} tel que |[vi,vi+1]| <⌈
k
2

⌉
(i est pris modulo n). Soient e∗i ∈ [vi,vi+1] et F0 la fa
e de kECSP(G) induite

par (3.6). Comme la 
ontrainte (3.6) est di�érente de la 
ontrainte x(e∗i ) 6 1, il existe

x ∈ F0 tel que x(e∗i ) = 0. Nous distinguons deux 
as.

Cas 1. vi ou vi+1 est adja
ent à exa
tement 2 sommets. Sans perte de généralité,

on peut supposer que vi est adja
ent à vi−1 et vi+1 uniquement. Dans 
e 
as, on a

x([vi,vi+1]) 6
⌈

k
2

⌉
− 2 et x([vi−1,vi]) >

⌈
k
2

⌉
+ 1, 
e qui 
ontredit le lemme 3.2.

Cas 2. vi et vi+1 sont adja
ents 
ha
un à au moins 3 sommets. Comme G est out-

erplanaire, don
 série-parallèle, et 2-sommet 
onnexe, il existe un sommet t adja
ent

à exa
tement 2 sommets t1 et t2. D'après la remarque 
i-dessus, un des voisins de t,

disons t1, est tel que x([t,t1]) = ⌈k
2
⌉. Soit π′

0 la partition obtenue de π0 en 
onsidérant

les sommets t et t1 dans un même ensemble. Il est 
lair que Gπ′

0
est outerplanaire

et 2-sommet 
onnexe et que, d'après le lemme 3.2, la 
ontrainte de SP-partition in-

duite par π′
0 est serrée pour x. On répète 
ette opération jusqu'à 
e qu'au moins un

des sommets vi ou vi+1 soit adja
ent à exa
tement 2 sommets dans le graphe induit

par la nouvelle partition. Soit π′′
0 = (V1,...,Vt−1,Vt,Vt+1,...,Vq), q > 3, la partition ainsi

obtenue. On peut supposer sans perte de généralité que Vt = {vi} et que Vt est adja
ent

à exa
tement 2 éléments de π′′
0 , Vt−1 et Vt+1. On peut aussi supposer que vi+1 ∈ Vt+1.

Du fait de la stru
ture outerplanaire, le nombre d'arêtes entre les ensemble Vt et Vt+1

est égal à 
elui entre vt et vt+1. En e�et, sinon des 
ordes s'interse
teraient. On a

don
 |[Vt,Vt+1]| 6 ⌈
k
2
⌉ − 1. De plus, on a e∗i ∈ [Vt,Vt+1]. D'après le lemme 3.2, la 
on-

trainte de SP-partition induite par π′′
0 est serrée pour x. Comme |[Vt,Vt+1]| 6 ⌈

k
2
⌉−1 et

que x(e∗i ) = 0, on a x([Vt,Vt+1]) 6 ⌈k
2
⌉−2 et x([Vt,Vt−1]) > ⌈k

2
⌉+1, une 
ontradi
tion.
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D'autre part, Didi Biha [25℄ a donné le résultat suivant.

Théorème 3.4. [25℄ Soient G = (V,E) un graphe quel
onque, k > 1 un entier impair

et (V1, . . . ,Vp), p > 2, une partition de V . Supposons que les 
onditions suivantes sont

véri�ées

1) G[Vi] est (k + 1)-arête 
onnexe, pour i = 1, . . . ,p,

2) |[Vi,Vi+1]| > ⌈
k
2
⌉, pour i = 1, . . . ,p (modulo p),

3) Gπ est outerplanaire.

Alors la 
ontrainte de SP-partition 
orrespondante dé�nit une fa
ette de kECSP(G).

D'après le lemme 3.3 et le théorème 3.4, nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.5. Soit G = (V,E) un graphe outerplanaire, 2-sommet 
onnexe ave


V = {v1,...,vn}, n > 2. L'inégalité (3.6) dé�nit une fa
ette di�érente des fa
ettes

triviales si et seulement si |[vi,vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, pour i = 1, . . . ,n (modulo n).

Dans 
e qui suit, nous allons étendre les résultats pré
édents à des partitions quel
on-

ques. Soient G = (V,E) un graphe outerplanaire 2-sommet 
onnexe et π = (V1, . . . ,Vp),

p > 2, une partition de V telle que G[Vi] est 
onnexe, pour i = 1, . . . ,p. Notons que


omme G est outerplanaire et 2-sommet 
onnexe, π induit un graphe également outer-

planaire et 2-sommet 
onnexe. Le lemme suivant nous donne la dimension du polyèdre

kECSP(G). La preuve est donnée dans [25℄.

Lemme 3.6. [25℄ Si G = (V,E) est (k + 1)-arête 
onnexe, alors kECSP(G) est de

pleine dimension.

Dans toute la suite, on supposera que G est (k + 1)-arête 
onnexe.

Lemme 3.7. Si

1) |[Vi,Vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, i = 1, . . . ,p (modulo p),

2) G[Vi] est (
⌈

k
2

⌉
+ 1)-arête 
onnexe, i = 1, . . . ,p,

alors (3.1) dé�nit une fa
ette.
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Preuve. Soient Gπ = (Vπ,Eπ) le graphe induit par π et v1, . . . ,vp les sommets tels

que vi est le sommet obtenu par la 
ontra
tion de Vi pour i = 1, . . . ,p. Soit F (resp.

Fπ) la fa
e induite par la 
ontrainte (3.1) dans G (resp. (3.6) dans Gπ. Comme Gπ

est outerplanaire, 2-sommet 
onnexe, et |[vi,vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, pour i = 1, . . . ,p (modulo p),

d'après le théorème 3.5, Fπ dé�nit une fa
ette de kECSP(Gπ). Considérons les solutions

x̃i(e) ∈ R|Eπ|
, pour i = 1, . . . ,p, données par:

x̃i(e) =






1 pour exa
tement

k−1
2

arêtes e de [Vi,Vi+1] (modulo p),

1 pour exa
tement

k+1
2

arêtes e de [Vj,Vj+1], j ∈ {2, . . . ,p}, j 6= i,

0 sinon.

Les solutions x̃i, i = 1, . . . ,p, appartiennent à Fπ. De plus, elles sont a�nement in-

dépendantes. Soit xi ∈ R|E|
, i = 1, . . . ,p, la solution donnée par

xi(e) =

{
x̃i(e) si e ∈ Eπ,

1 sinon.

Il est 
lair que les xi , i = 1, . . . ,p, appartiennent à F et forment p ve
teurs a�nement

indépendants. Soit e∗ ∈ E(Vi0), pour i0 ∈ {1, . . . ,p}. Soit z) ∈ R|E|
tel que

z(e) =

{
0 si e = e∗,

x1(e) sinon.

W

Vi vj

Vj

vj

Vi

W

Vj

(a) (b)

Fig. 3.2 � Cas où exa
tement un sommet vj est tel que [W,vj ] * Eπ

Nous allons montrer que z induit un graphe k-arête 
onnexe. Soit W ⊂ V . Supposons

que δ(W ) * Eπ. Alors il existe au moins un sommet vj ∈ V tel que [W,{vj}] * Eπ.

Supposons qu'il en existe exa
tement un. La �gure 3.2 illustre de telles 
on�gurations.

La �gure 3.2.(a) dé
rit le 
as où il existe Vj ∈ (V1, . . . ,Vp) tel que W ⊂ Vj. Quant à la
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�gure 3.2.(b), elle dé
rit le 
as où W interse
tent plusieurs ensembles de la partition.

Dans tous 
es 
as, il existe un ensemble Vi, i ∈ {1, . . . ,p}, tel que [Vi,W ] ⊂ δ(W ). Par

dé�nition de z, on a z([Vi,W ]) > k−1
2
. Notons Vj l'ensemble de la partition 
ontenant

vj . Vj est (
⌈

k
2

⌉
+ 1)-arête 
onnexe, don
 [W ∩ Vj,Vj\W ] >

⌈
k
2

⌉
+ 1. Ainsi, on a

z(δ(W )) > z([Vi,W ]) + z([W ∩ Vj ,Vj\W ])

>
k − 1

2
+

⌈
k

2

⌉

= k.

W

Vi

vjvi

(a)

vj

W

Vi Vj

vi

(b)

Fig. 3.3 � Cas où exa
tement 2 sommets vi et vj véri�ent [W,{vj}] * Eπ, [W,{vi}] * Eπ

Supposons maintenant qu'il existe deux sommets, disons vi et vj tels que [W,{vi}] *

Eπ et [W,{vj}] * Eπ. La �gure 3.3 illustre 
es 
on�gurations là. Notons Vi (resp. Vj),

l'ensemble de la partition 
ontenant vi (resp. vj). Dans le 
as où Vi = Vj , autrement

dit vi, vj et W sont 
ontenus dans le même ensemble de la partition (
as de la �gure

3.3(a)), alors il existe une partition (S1,W,S2) de Vi telle que vi ∈ S1, vj ∈ S2.

Supposons que où Vi 6= Vj (resp. Vi = Vj) et qu'il existe au moins une arête f reliant

Vi\W et Vj\W (resp. S1 et S2). Comme G est outerplanaire et que par 
onséquent, il

n'y a pas de 
orde qui se 
oupe, l'existen
e de f implique qu'il n'y a pas d'arête in
i-

dente à W en dehors des arêtes de [W,Vi\W ] et de [W,Vj\W ] (resp. [W,S1] et [W,S2]).
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Ainsi on a δ(W ) = [W,Vi\W ] ∪ [W,Vj\W ] (resp. δ(W ) = [W,S1] ∪ [W,S2]). Comme G

est (k + 1)-arête 
onnexe, |δ(W )| > k + 1, et 
omme il y a, au plus, une seule arête

parmi 
elles des fais
eaux [W,Vi\W ] et [W,Vj\W ] (resp. [W,S1] et [W,S2]) de valeur

nulle, on a z(δ(W )) > k.

Supposons maintenant que Vi 6= Vj et qu'il n'existe pas d'arête reliant Vi\W et Vj\W .

Comme G[Vi] et G[Vj] sont (

⌈
k
2

⌉
+ 1)-arête 
onnexe, don
 |[Vi\W ]| >

⌈
k
2

⌉
+ 1 et

|[Vj\W,W ]| >
⌈

k
2

⌉
+ 1. Ainsi z(δ(W )) > z([Vi\W ]) + z([Vj\W,W ]) > k.

Supposons en�n que Vi = Vj et qu'il n'existe pas d'arête reliant S1 et S2. Comme G[Vi]

est (

⌈
k
2

⌉
+ 1)-arête 
onnexe, on a |[S1,W ∪ S2]| >

⌈
k
2

⌉
+ 1 et |[S1 ∪W,S2]| >

⌈
k
2

⌉
+ 1.

Ainsi z(δ(W )) > z([S1,W ∪S2])+ z([S1 ∪W,S2]) > k. Don
 z induit un graphe k-arête


onnexe et véri�e (3.1) à l'égalité. Pour 
haque arête ê ∈ E −Eπ, on dé�nit zê tel que

zê(e) =

{
0 si e = ê,

x1(e) sinon.

Ces ve
teurs appartiennent à F. On peut 
onstruire ainsi |E− δ(π)| ve
teurs. Les solu-

tions xi, i = 1, . . . ,p, et zê forment |E| ve
teurs a�nement indépendants appartenant

à F. Don
 F est une fa
ette de kECSCP(G).

Didi Biha et Mahjoub [25℄ ont montré le théorème suivant.

Théorème 3.8. [25℄ Soient G = (V,E) un graphe série-parallèle et π = (V1, . . . ,Vp)

une partition de V telle que G[Vi] est 
onnexe pour i = 1, . . . ,p. L'inégalité (3.1) dé�nit

une fa
ette de kECSP(G) di�érente d'une fa
ette triviale, où k est impair et k > 3,

seulement si

1) le graphe Gπ = (Vπ,Eπ) est 2-sommet 
onnexe,

2) pour tout e ∈ Eπ tel que G−e est k-arête 
onnexe, Gπ−e est 2-sommet 
onnexe,

3) si e0 est une arête de G[Vi], i ∈ {1, . . . ,p} telle que le graphe G − e0 est k-

arête 
onnexe, alors pour tout partition (V 1
i ,V 2

i ) de Vi ave
 e0 ∈ [V 1
i ,V 2

i ], on a

|[V 1
i ,V 2

i ]| > ⌈k
2
⌉+ 1.

Par le lemme 3.7 et le théorème 3.8, on obtient l'équivalen
e énon
ée dans le théorème

suivant.

Théorème 3.9. Soit G un graphe outerplanaire, (k + 1)-arête 
onnexe, 2-sommet
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onnexe et π = (V1, . . . ,Vp) une partition de G induisant un graphe outerplanaire et

telle que G[Vi] soit 
onnexe. La 
ontrainte (3.1) dé�nit une fa
ette si et seulement si

1) |[Vi,Vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, pour tout i = 1, . . . ,p (modulo p),

2) G[Vi] est (
⌈

k
2

⌉
+ 1)-arête 
onnexe, pour tout i = 1, . . . ,p.

3.2.2 Graphes série-parallèles

Dans 
ette se
tion, on s'intéresse aux 
ontraintes de SP-partition dé�nies par des

partitions induisant des graphes série-parallèles et non outerplanaires, 
'est-à-dire des

graphes 
ontra
tibles à K3,2.

Remarque 3.10. Lorsque le graphe induit par une partition est série-parallèle mais

non outerplanaire, alors la 
ontrainte de SP-partition ne dé�nit pas né
essairement de

fa
ette, même si les 
onditions du théorème 3.9 sont véri�ées.

Ti

W
1
i W

2
i

Vi Vi+1

Fig. 3.4 � Partition πSP série-parallèle et non outerplanaire

En e�et, il existe des graphes série-parallèles et 
onta
tibles à K2,3 pour lesquels les


ontraintes de SP-partitions sont dominées par d'autres 
ontraintes de SP-partitions

dé�nies par des partitions qui induisent des graphes outerplanaires. Soit G = (V,E) un

graphe série-parallèle et soit πSP = (V1, . . . ,Vp), p > 3, une partition de V qui induit

un graphe série-parallèle non outerplanaire. Supposons que G a la 
on�guration dé
rite

par la �gure 3.4. En parti
ulier, on suppose qu'il existe deux ensembles Vi, Vi+1, tels
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qu'il existe 2 ensembles de sommets W 1
i ,W 2

i , qui sont dé
onne
tés l'un de l'autre et qui

sont tous deux 
onne
tés à la fois à Vi et à Vi+1, autrement dit W 1
i ,W 2

i sont tels que

[W 1
i ,W 2

i ] = ∅ et [W t
i ,Vi] 6= ∅ 6= [W t

i ,Vi+1], t = 1,2.

$V_j$

W
1
i

Vi Vi+1

Fig. 3.5 � Partition πOP

Soit πOP la partition obtenue en mettant dans le même ensemble Vi,Vi+1,W
1
i ,W 2

i . La

�gure 3.5 dé
rit le graphe obtenu. Le graphe induit par πOP est outerplanaire. Notons

par p1
i (resp. p2

i ) le nombre d'ensembles Vi, i = 1, . . . ,p, in
lus dans W 1
i (resp. W 2

i ).

Soit πW t
i
, t ∈ {1,2}, la partition obtenue à partir de πSP en mettant ensembles tous

Vi Vi+1

Fig. 3.6 � Exemple de partition πW 2
i

les sommets des ensembles qui ne sont pas dans W t
i (
f �gure 3.6). Le graphe induit

par πW t
i
, t ∈ {1,2}, est série-parallèle. Don
 les 
ontraintes suivantes sont valides pour
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kECSP(G).

x(δ(πOP )) > (p− p1 − p2 − 1)
k + 1

2
− 1 inégalité induite par πOP , (3.8)

x(δ(πW 1
i
)) > (p1

i + 1)
k + 1

2
− 1 inégalité induite par πW 1

i
, (3.9)

x(δ(πW 2
i
)) > (p2

i + 1)
k + 1

2
− 1 inégalité induite par πW 2

i
, (3.10)

x([Vi,Vi+1]) > 0 inégalité de positivité. (3.11)

En additionnant 
es 
ontraintes, on obtient:

x(δ(πSP )) > (p + 1)
k + 1

2
− 1− 2

= p
k + 1

2
− 1 +

k + 1

2
− 2.

Or, si k = 3, k+1
2
− 2 = 0. La 
ontrainte x(δ(πSP )) >

⌈
k
2

⌉
p − 1 est alors redondante

par rapport aux 
ontraintes (3.8)-(3.11). Si k > 5, alors k+1
2
− 2 > 0, la 
ontrainte de

SP-partition induite par πSP est dominée par les 
ontraintes (3.8)-(3.11).

3.2.3 Graphes quel
onques

Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons aux graphes quel
onques. Dans un pre-

mier temps, nous 
onsidérons les 
ontraintes de SP-partition dé�nies par des parti-

tions induisant des graphes outerplanaires. On étudie en parti
ulier les 
onditions sous

lesquelles 
es 
ontraintes peuvent dé�nir des fa
ettes pour des graphes généraux. Puis

on s'intéresse au 
as où la partition induit un graphe qui n'est pas série-parallèle. On

introduit les 
ontraintes dites de SP-partition liftées et on donne des 
onditions su�-

isantes pour qu'elles dé�nissent des fa
ettes.

3.2.3.1 Partition outerplanaire

Une question que l'on peut se poser est de savoir si les propriétés de fa
ette des


ontraintes de SP-partition sont toujours les mêmes lorsque le graphe est quel
onque

et que la partition induit un graphe outerplanaire. Malheureusement les 
onditions qui

étaient né
essaires, dans le théorème 3.9, ne le sont plus pour un graphe général, même

ave
 une partition induisant un graphe outerplanaire. En e�et, d'après 
e théorème,
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pour un graphe G = (V,E) outerplanaire et une partition π = (V1,...,Vp), p > 2,

l'inégalité de SP-partition induite par π dé�nit une fa
ette seulement si les sous-graphes

G[Vi] sont (
⌈

k
2

⌉
+1)-arêtes-
onnexes, i = 1,...,p. Or dans le graphe de la �gure 3.7 ave


k = 3, la 
ontrainte de SP-partition induite par π = (V1,V2,V3,V4,V6,V7) dé�nit une

fa
ette mais le sous-graphe induit par V4 n'est pas (
⌈

3
2

⌉
+ 1 = 3)-arête 
onnexe.

V1

V2

V3

V4

V5

V6

Fig. 3.7 � Contre-exemple

On peut supposer qu'i
i, l'existen
e de 
ordes dans G[V4] d'un sommet adja
ent aux

autres sommets du graphe rend la 
ondition non né
essaire.

3.2.3.2 Les 
ontraintes de SP-partition liftées

Chopra [16℄ a développé une pro
édure de lifting qui généralise les 
ontraintes de SP-

partition au 
as où le graphe G n'est pas outerplanaire. Cette pro
édure se présente


omme suit. Soit Gπ = (Vπ,Eπ) un graphe outerplanaire. Soit E = {e1,...,el}, l > 1, tel

que G′
π = (Vπ,Eπ ∪ E) n'est pas outerplanaire. Alors la 
ontrainte

∑

e∈Eπ

x(e) +
l∑

i=1

a(ei)x(ei) >

⌈
k

2

⌉
p− 1, (3.12)

où a(ei) est la longueur d'un plus 
ourt 
hemin dans Gπ entre les extrémités de

l'arête ei (la longueur étant le nombre d'arête(s) qui 
ompose(nt) le 
hemin), est ap-

pelée 
ontrainte de SP-partition liftée et est valide pour kECSP(G). Cette pro
édure



3.2 Propriétés des 
ontaintes de SP-partition 67

de lifting peut fa
ilement être étendue au 
as où le graphe G n'est pas série-parallèle et

peut être très utile dans le 
adre d'algorithmes de 
oupes et bran
hements pour kECSP.

Soit G = (V,E), un graphe outerplanaire. G est dit outerplanaire maximal s'il n'est

plus outerplanaire lorsqu'on ajoute une arête entre deux sommets qui n'étaient pas

reliés. Dans 
e qui suit, nous donnons des 
onditions su�santes pour que les 
ontrain-

tes (3.12) dé�nissent des fa
ettes. Pour 
ela, nous rappelons le résultat de Chopra [16℄

suivant.

Lemme 3.11. [16℄ Soit G = (V,E) un graphe outerplanaire maximal et 2-sommet


onnexe. Soient u et v deux sommets de G et P1 et P2 deux 
hemins sommets-disjoints

entre u et v. On désigne par U = {u0,u1,...,ur1
}, r1 > 2 et W = {w0,w1,...,wr2

},

r2 > 2, les ensembles de sommets de P1 et P2 respe
tivement, ave
 u0 = w0 = u et

ur1
= ur2

= v. Remarquons qu'on a U ∩W = {u,v} et que V = U ∪W . Si l > 2 est

la longueur d'un plus 
ourt 
hemin entre u et v dans G, alors il existe au moins l − 1

arêtes e = uiwi telles que

1) ui ∈ U \ {u,v} et wi ∈W \ {u,v},

2) ui 6= uj, pour i 6= j et

3) wi 6= wj, pour i 6= j

Théorème 3.12. Soient G = (V,E) un graphe quel
onque et π = (V1,...,Vp), p > 2,

une partition de V . Soit Gπ = (Vπ,Eπ) le graphe induit par la partition. Supposons qu'il

existe {e1, . . . ,el} ⊂ Eπ ave
 ek /∈ [Vi,Vi+1], pour k = 1, . . . ,l et i = 1, . . . ,p (modulo p),

tels que (Vπ,Eπ\{e1, . . . ,el}) est outerplanaire. Alors l'inégalité de SP-partition liftée

∑

e∈Eπ\{e1,...,el}

x(e) +

l∑

i=1

a(ei)x(ei) >

⌈
k

2

⌉
p− 1, (3.13)

dé�nit une fa
ette de kECSP(G) si les 
onditions suivantes sont satisfaites:

1) (Vπ, Eπ\{e1, . . . ,el}) est outerplanaire maximal,

2) |[Vi,Vi+1]| >
⌈

k
2

⌉
, i = 1,...,p, (modulo p),

3) G[Vi] est (k + 1)-arête 
onnexe, pour i = 1,...,p.
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Preuve. Notons par ax > α l'inégalité (3.13) induite par π sur G et soit F = {x ∈

kECSP(G) | ax = α}. Supposons que la fa
e F soit in
luse dans une fa
ette F′
de

kECSP(G) dé�nie par une inégalité bx > β.

On montre que b(e) = b(f), pour tout e,f ∈ ([Vi,Vi+1 ∪ [Vi+1,Vi+2])\{e1, . . . ,el}, i =

1, . . . ,p (modulo p). Soient f1, f2 deux arêtes quel
onques de [Vi,Vi+1]\{e1, . . . ,el} et g

une arête de [Vi+1,Vi+2]\{e1, . . . ,el} pour un 
ertain i ∈ {1, . . . ,p}. Comme |[Vi,Vi+1]| >⌈
k
2

⌉
, on peut 
hoisir une numérotation des arêtes de [Vi,Vi+1] de telle manière que

f1 = ei,1, f2 = ei,⌈k
2
⌉ et g = ei+1,1. Soient

Ei
0 ={ei,j : j = 1, . . . ,

⌈
k

2

⌉
− 1} ∪ (

⋃

l 6=i

{el,j : j = 1, . . . ,

⌈
k

2

⌉
}) ∪ (E\Eπ),

Ei
1 =(Ei

0 ∪ {f2})\{f1},

Ei
2 =(Ei

0 ∪ {f2})\{g}.

Les ensembles Ei
j , j = 0, 1, 2, induisent des sous-graphes k-arête 
onnexes. Aussi, les

ve
teurs xEi
j
, j = 0, 1, 2, véri�ent ax = α. Comme F ⊂ kECSP(G), il en résulte que

bT xEi
j = b0, j = 0, 1, 2. D'où b(f1) = b(f2) = b(g). Puisque f1, f2, g sont des arêtes

quel
onques de [Vi,Vi+1]∪ [Vi+1,Vi+2], on en déduit que b(e) = ρ, pour tout e ∈ [Vi,Vi+1],

i = 1, . . . ,p, pour un 
ertain s
alaire ρ ∈ R. Soit e ∈ [Vs,Vt], ave
 s,t ∈ {1, . . . ,p} et

t /∈ {s−1,s,s+1}, (modulo p). Sans perte de généralité, on peut supposer que 1 < s < t.

Considérons l'ensemble

E3 = (E1
0 ∪ {e})\{es,1},

qui induit un sous-graphe k-arête 
onnexe de G. Puisque xE3 ∈ F ⊆ kECSP(G), on

en déduit que bT xE3 = bT xE1
0 = b0. D'où, b(e) = b(es,1), et par 
onséquent b(e) = ρ

pour tout e ∈ Eπ. Maintenant 
onsidérons une arête f0 ∈ E\Eπ\{e1, . . . ,el}. Soit

E4 = E1
0\{f0}. Puisque G[Vi] est (k + 1)-arête 
onnexe, il s'ensuit que le graphe induit

par E4 est k-arête 
onnexe. Don
, xE4 ∈ kECSP(G). D'où b(f0) = bT xE1
0 − bT xE4 = 0.

Ce qui implique que b(e) = 0, pour tout e ∈ E\Eπ. Ainsi, nous avons bien

b(e) =ρ ∀e ∈ Eπ,

b(e) =0 ∀e ∈ E\Eπ.

Nous allons maintenant montrer que, pour une arête e ∈ {e1, . . . ,el}, le 
oe�
ient

b(e) est égal à ρa(e). Soit e ∈ {e1, . . . ,el} ave
 e = uv. Soient P1 et P2 deux 
hemins

sommet-disjoints reliant u et v dans Gπ\{e1, . . . ,el} et r la longueur d'un plus 
ourt


hemin entre u et v dans Gπ\{e1, . . . ,el}. Désignons par U et W les ensembles de som-

mets de Vπ qui forment P1 et P2, respe
tivement. D'après le lemme 3.11, il existe au
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moins r − 1 arêtes ei ∈ Eπ ayant 
ha
une une extrémité dans U et l'autre dans W .

Posons vi0 = u et soient vi0 ,...,vi0+r−1 les extrémités des arêtes ei qui sont dans W .

Soient Ti un sous-ensemble de [vi,vi+1] 
ontenant exa
tement

k+1
2

arêtes et T ′
i un sous-

ensemble de Ti 
ontenant exa
tement

k−1
2

arêtes. On dé�nit la solution x ∈ R|E|
suiv-

ante:

x(e) =






1 pour e = ei, i = 1,...,r − 1,

1 pour tout e ∈ T ′
i0+j , j = 0,...,r − 1,

1 pour tout e ∈ Ti, i ∈ {1,...,p} \ {i0,...,i0 + r − 1}

0 sinon.

La solution x induit un sous-graphe k-arête 
onnexe de G et véri�e l'inégalité de

SP-partition liftée à l'égalité. Soit ẽi une arête de Ti, i ∈ {1,...,p} \ {i0,...,i0 + r − 1}.

Considérons maintenant la solution x′ ∈ R|E|
telle que:

x′(e) =






1 pour e = e,

1 pour tout e ∈ Ti \ {ẽi}, i ∈ {1,...,p} \ {i0,...,i0 + r − 1},

0 pour e = ẽi, i ∈ {1,...,p} \ {i0,...,i0 + r − 1},

x(e) sinon.

x′
induit un sous-graphe k-arête 
onnexe de G et satisfait l'inégalité de SP-partition

liftée à l'égalité. On a don
 bx = bx′ = β. Par 
onséquent, bx′ = bx−
i0−1∑

i=i0−r

+ b(ẽi)b(e).

Comme b(ẽi) = ρ pour tout i ∈ {1,...,p} \ {i0,...,i0 + r − 1}, on a b(e) = rρ.

Il s'ensuit que b(e) = ρa(e) pour tout e ∈ E. Comme kECSP(G) est de pleine di-

mension, ax > α dé�nit une fa
ette de kECSP(G).

3.3 Con
lusion

Nous avons étudié spé
i�quement les 
ontraintes de SP-partition dans les 
as où

r(v) = k pour tout sommet v, k étant un entier impair supérieur ou égal à 3. Nous avons

alors établi des 
onditions né
essaires et su�santes pour que 
es 
ontraintes dé�nissent

des fa
ettes lorsque G est outerplanaire. Nous avons également montré que les 
ontrain-

tes de SP-partition, induites par des partitions π, ne peuvent pas dé�nir des fa
ettes

du problème lorsque le graphe induite par π est série-parallèle et non outerplanaire.



70 Le problème du sous-graphe k-arête 
onnexe

Dans le 
as des graphes quel
onques, nous avons donné des 
onditions su�santes pour

qu'elles induisent des fa
ettes de kECSP(G). En�n, nous avons présenté une pro
édure

de lifting pour les 
ontraintes de SP-partition qui permet de les étendre aux 
as où le

graphe induit par la partition n'est pas série-parallèle.

Les 
ontraintes de SP-partition sont très importante pour le problème du sous-graphe

k-arête 
onnexe. En e�et, s'il l'on 
onnaît un algorithme e�
a
e pour séparer les 
on-

traintes de SP-partition dans les graphes série-parallèles, alors on sait résoudre de

manière e�
a
e le problème dans 
ette 
lasse de graphe en utilisant un algorithme de


oupe. Le problème de séparation des 
ontraintes de SP-partition est résolu de manière


ombinatoire dans le 
hapitre suivant dans lequel on s'intéresse plus généralement à

séparer les 
ontraintes de partition de la forme x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ap+ b, où a et b sont

deux réels tels que b > −a, pour des graphes {1,2}-dé
omposables.



Chapitre 4

Séparation des 
ontraintes de partition

L'obje
tif de 
e 
hapitre est de présenter un algorithme de séparation pour les in-

égalités dites de partition dans les graphes dé
omposables par des 1- et 2-sommets

d'arti
ulation. Soient G = (V,E) un graphe et π = (V1, . . . ,Vp) une partition de V .

Soient a et b deux s
alaires et x ∈ RE
+. Une inégalité de partition est une inégalité de

la forme :

x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ap + b (4.1)

De telles inégalités sont souvent ren
ontrées dans les problèmes de 
on
eption de

réseaux �ables [11, 60℄. Nous nous intéressons prin
ipalement dans 
e 
hapitre au prob-

lème de séparation de 
es 
ontraintes. Ce problème 
onsiste, étant donné un ve
teur x

asso
ié aux arêtes, à déterminer si x véri�e toutes les 
ontraintes de partition et sinon,

à en trouver une qui soit violée par x.

Après une présentation des méthodes existantes pour séparer les 
ontraintes de par-

tition, nous donnons un algorithme 
ombinatoire de séparation dans le 
as où a > 0,

b > −a et le graphe peut être dé
omposé par des 1- et 2-sommets d'arti
ulation. En�n,

nous dis
utons de quelques appli
ations de notre algorithme.
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4.1 Introdu
tion

4.1.1 État de l'art

Le problème de séparation des 
ontraintes de partition a été étudié dans le 
as où

a 6 0 et b 6 −a.

Lorsque a 6 0, le problème revient à 
her
her une 
oupe minimum. En e�et, soit

G = (V,E), un graphe, soit π = (V1, . . . ,Vp) de V et soit x un ve
teur asso
ié aux

arêtes E. Supposons que la 
ontrainte de partition asso
iée à π est violée par x. Don


x(δ(V1, . . . ,Vp)) < ap + b. Soit π′ = (V1 ∪ V2,V3, . . . ,Vp). On a

x(δ(V1 ∪ V2,V3, . . . ,Vp)) = x(δ(V1,V2,V3, . . . ,Vp))− x[V1,V2],

< ap + b− x[V1,V2],

= a(p− 1) + b + a− x[V1,V2],

< a(p− 1) + b.

La dernière inégalité vient du fait que a et (−x[V1,V2]) sont deux nombres négatifs.

Don
 la partition obtenue en 
onsidérant V1 et V2 ensemble est également violée. En

répétant 
ette pro
édure on obtient x(δ(V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vp−1,Vp)) < 2a + b. Ce qui

implique que la 
oupe δ(Vp) est violée. Don
 le problème de séparation des inégalités

de partition dans 
e 
as se ramène au 
al
ul d'une 
oupe de poids minimum (ave
 des

poids positifs), et peut don
 être résolu en temps polynomial à l'aide de te
hniques de

�ots.

Lorsque a > 0, on di�éren
ie alors deux 
as selon que b soit stri
tement inférieur à a

ou non. Lorsque b 6 −a , Cunningham [22℄ a montré que le problème se ramène à |E|

problèmes de 
oupes minimum. Puis Barahona [8℄ a amélioré 
e résultat en montrant

que le problème se ramène à |V | problèmes de 
oupe minimum. Baïou et al. [11℄ ont


onsidéré le 
as où a > 0 et b > −a. Ils ont montré que le problème se ramène dans 
e


as à la résolution d'une fon
tion sous-modulaire. Cet algorithme a ensuite été étendu

pour la séparation des 
ontraintes de partition dans le 
as où r(v) ∈ {1,2}, ∀v ∈ V ,

par Kerivin et Mahjoub [61℄ et Barahona et Kerivin [9℄.

C'est 
e 
as, 
'est-à-dire a > 0 et b > −a, que nous allons traiter dans 
e 
hapitre.
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Nous allons donner pour 
e 
as un algorithme 
ombinatoire, dans les graphes dé
om-

posables par des 1- et 2-sommets d'arti
ulation, n'utilisant pas les fon
tions sous-

modulaires.

Nous supposons don
 tout au long de 
e 
hapitre que les 
ontraintes de partition sont

telles que a > 0 et b > −a.

4.1.2 Dé
omposition de graphe

On appelle 1-sommet d'arti
ulation dans un graphe, un sommet dont la suppression

augmente le nombre de 
omposantes 
onnexes. Soit G = (V,E) un graphe. Soient

G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2) tels que E1 ∩ E2 = ∅ et V1 ∩ V2 = {v} (
f �gure 4.1).

Alors v est un sommet d'arti
ulation. On dira alors que G est 1-dé
omposable et que

G1 et G2 sont les blo
s de G. On dira aussi que G est une 1-somme de G1 et G2.

G1 G2

v
G

Fig. 4.1 � Graphe 1-dé
omposable

On appelle 2-sommets d'arti
ulation un ensemble de deux sommets dont la suppres-

sion augmente le nombre de 
omposantes 
onnexes du graphe. Considérons un graphe

G = (V,E) qui se dé
ompose en G1 = (U1,E1) et G2 = (U2,E2) ave
 U1 ∩U2 = {v1,v2},

U1 ∪ U2 = V et E1 ∪ E2 = E. Soit {v1,v2} un ensemble tel que U1 6= {v1,v2} 6= U2 et

{v1,v2} = U1 ∩U2. Alors {v1,v2} est un 2-sommet d'arti
ulation. De même, G est alors

2-dé
omposable. On dit aussi que 
'est une 2-somme de G1 et G2, qui sont les blo
s de

G (
f �gure 4.2).
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G1

v2

v1

G2

G

Fig. 4.2 � Graphe 2-dé
omposable

Étant donné un ensemble de graphes H, on dira que G est ré
ursivement 1-dé
omposable

(resp. ré
ursivement 2-dé
omposable) par rapport à H si G peut être ré
ursivement dé-


omposé par des 1-sommets (resp 2-sommets) d'arti
ulation de telle manière que les

blo
s résultants, 
'est-à-dire les graphes non-dé
omposables, soient dans H.

On dira également que G est ré
ursivement {1,2}-dé
omposable par rapport à H si

G peut être ré
ursivement dé
omposé par des 1- et des 2-sommets d'arti
ulation de

telle manière que les blo
s résultants soient dans H.

Les graphes de H seront aussi nommés, pour 
oller davantage à l'intuition, des piè
es.

On dira (en référen
e à Diestel [28℄) que la 
lasse H est la base d'homéomorphisme

de la dé
omposition ré
ursive de G (qui est a priori non unique).

Un graphe G est dit sans mineur H si H ne peut pas être obtenu à partir de G en

supprimant et en 
ontra
tant des arêtes de G. On dit qu'un graphe sans mineur H

est maximal si l'ajout de n'importe quelle arête fait apparaître un sous-graphe ayant


omme mineur H . Le tableau 4.1 donne des exemples de graphes maximaux dé�nis

par leurs mineurs ex
lus, qui sont ré
ursivement 1-dé
omposables, 2-dé
omposables

ou en
ore {1,2}-dé
omposables. La première 
olonne donne le mineur ex
lus, puis la

deuxième 
olonne, les piè
es.
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Mineurs Ex
lus Bases d'homomorphismes Type de dé
omposition

K3 K2 1-dé
omposable

C4 K2,K3 1-dé
omposable

K−
4 K2 et les 
y
les 1-dé
omposable

K4 K3 2-dé
omposable

les graphes �nis

3-
onnexes K3 2-dé
omposable

C5 K2,K3,K4 {1,2}-dé
omposable

C5 + e K2,K3,K4 et les 
y
les Cn,n > 5 {1,2}-dé
omposable

K2,3 K2,K3,K4 {1,2}-dé
omposable

K1,1,3 K2,K3,K3,3, les prismes et les roues {1,2}-dé
omposable

K1,2,2 K3,K4 2-dé
omposable

K−2
5 K2,K3,K3,3, les prismes et les roues {1,2}-dé
omposable

K−
5 K3,K3,3, les prismes et les roues 2-dé
omposable

Tab. 4.1 � Graphes maximaux ré
ursivement dé
omposables

4.1.3 2-rédu
tion de graphes

Étant donnés un ensemble de graphes H et un graphe G, si G est 2-dé
omposable

en G1 et G2, et si G1 ∈ H, on appelle 2-rédu
tion de G la transformation de G en G′
2
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où G′
2 est le graphe G2 auquel on ajoute une arête entre le 2-sommets d'arti
ulation

asso
ié à la 2-dé
omposition (voir �gure 4.3).

v2

v1

G2

e0
G′

2

Fig. 4.3 � 2-rédu
tion

4.2 Séparation des 
ontraintes de partition dans les

graphes {1,2}-dé
omposables

Dans 
ette se
tion, nous présentons un algorithme 
ombinatoire pour la séparation

des 
ontraintes de partition dans les graphes ré
ursivement {1,2}-dé
omposables. Nous


ommençons par donner quelques notations.

4.2.1 Notations

Considérons un graphe G = (V,E) ré
ursivement 2-dé
omposable par rapport à un

ensemble de graphe(s) H. Supposons que G ne soit pas une piè
e. Il existe don
 dans G

deux sous-graphes, disons G1 et G2, tels que G se dé
ompose selon une 2-dé
omposition

en G1, G2 et G1 ∈ H. Soit v1 et v2 le 2-sommet d'arti
ulation de 
ette dé
omposition.

On notera G′
1 le graphe obtenu à partir de G1 par 
ontra
tion des sommets v1 et v2.

On notera également e0 l'arête qui est ajoutée au graphe G2 pour obtenir G′
2.

Considérons le problème suivant appelé problème élémentaire.

Problème 4.1. Problème élémentaire

Données : un graphe G1, un ve
teur x asso
ié aux arêtes de G1, un réel a stri
tement
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positif.

Le problème : Déterminer une partition des sommets de G1 en une famille de sous-

ensembles S1, . . . ,Sk, k > 2, telle que la quantité x(δ(S1, . . . ,Sk))− a(k − 2) soit mini-

mum.

Nous ferons dans la suite l'abus de langage suivant en disant, étant donné un ve
teur

x, qu'une partition est violée alors que 
'est la 
ontrainte de partition asso
iée à

la partition 
onsidérée qui est violée par x. Nous dirons également qu'une partition

(V ∗
1 , . . . ,V ∗

p∗) d'un ensemble W est la plus violée lorsque

x(δ(V ∗
1 , . . . ,V ∗

p∗))− ap∗ − b = min
(V1,...,Vp) partitions de W

(x(δ(V1, . . . ,Vp))− ap− b).

Nous donnons dans 
ette se
tion 
ertaines propriétés des 
ontraintes de partition.

Celles-
i seront utilisées pour montrer 
omment la séparation des 
ontraintes de parti-

tion dans un graphe 1-dé
omposable en blo
s eux-même {1,2}-dé
omposables par rap-

port à un ensemble de graphes H, peut être ramenée à la séparation dans les graphes

de H. Dans un premier temps nous allons voir les propriétés liées à la 1-dé
omposition.

Puis nous verrons 
elles liées à la 2-dé
omposition.

4.2.2 Contraintes de partition et dé
omposition de graphes

Lemme 4.2. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition violée. Supposons que π est parmi les

partitions les plus violées. Supposons également que V1 est un sommet d'arti
ulation

dans Gπ. Supposons que V2, . . . ,Vr, 2 6 r < p, sont tels qu'il n'existe pas d'arête

reliant un sommet Vi à un sommet Vj, où i ∈ {2, . . . ,r} et j ∈ {r + 1, . . . ,p}. Soit

π1 = (V1 ∪ (
⋃p

i=r+1 Vi),V2, . . . ,Vr) et π2 = (V1 ∪ (
⋃r

i=2 Vi),Vr+1, . . . ,Vp). Alors π1 et π2

sont des partitions violées.

Preuve. Remarquons que π1 et π2 ont pour 
ardinalité respe
tive r et p − r + 1.

Supposons dans un premier temps qu'au
une des deux partitions n'est violée. On a

don


x(δ(π1)) > ar + b,

x(δ(π2)) > a(p− r + 1) + b.
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Comme δ(π) = δ(π1)+ δ(π2) et δ(π1)∩ δ(π2) = ∅, on obtient en sommant 
es inégalités

x(δ(π)) > a(r + p− r + 1) + 2b,

= a(p + 1) + 2b.

Comme π est violée, il s'ensuit que ap + b > a(p + 1) + 2b. Don
 b < −a, une 
ontra-

di
tion.

Maintenant supposons qu'exa
tement une des partitions, disons π1, est violée. Alors

x(δ(π2)) > a(p − r + 1) + b. Comme π est parmi les partitions les plus violées, on a

aussi x(δ(π1))− ar − b > x(δ(π))− ap− b. En sommant 
es deux dernières inégalités,

on obtient a 6 −b, induisant de nouveau une 
ontradi
tion.

Lemme 4.3. Si π = (V1, . . . ,Vp) est une partition parmi les plus violées de G, alors

G(Vi) est 
onnexe pour i = 1, . . . ,p.

Preuve. Supposons par exemple que G(V1) ne soit pas 
onnexe et soit (V 1
1 ,V 2

1 ) une

partition de V1 telle que [V 1
1 ,V 2

1 ] = ∅. Soit π′ = (V ′
1 , . . . ,V

′
p+1) la partition dé�nie par

{
V ′

i = V i
1 pour i = 1,2,

V ′
i = Vi−1 pour i = 3, . . . ,p + 1.

Remarquons que δ(π′) = δ(π). Don
 x(δ(π′))− a(p + 1)− b < x(δ(π))− ap− b, 
e qui


ontredit le fait que π est une partition parmi les plus violées.

Lemme 4.4. Soit G = (V,E) un graphe. Supposons que G 
ontient un sommet d'arti
-

ulation v0. Soient G1 = (U1,E1) et G2 = (U2,E2) tels que U1∩U2 = {v0}, U1∪U2 = V ,

E1 ∪ E2 = E et E1 ∩ E2 = ∅. S'il y a une partition violée dans G, alors au moins un

des graphes G1 et G2 
ontient une partition violée.

Preuve. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une des partitions les plus violées de G. D'après le lemme

4.3, G(Vi) est 
onnexe pour i = 1, . . . ,p. Sans perte de généralité, on peut supposer

que v0 ∈ V1. Alors pour i = 2, . . . ,p, Vi est 
ontenu soit dans U1, soit dans U2. On

distingue deux 
as. Soit les autres ensembles de la partition sont, pour une partie,

dans U1, et pour l'autre, dans U2. Soit ils se trouvent tous dans le même ensemble Ui,

i = 1 ou 2. Supposons que V2, . . . ,Vr ⊆ U1 et Vr+1, . . . ,Vp ⊆ U2, pour un entier r > 2,

r < p. Comme V1 est un sommet d'arti
ulation du graphe Gπ, d'après le lemme 4.2,
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Hi

HiH1 Hq

G

sommet d'arti
ulation

V2

V4

V2

V4

V3

V1

V1

V3

Fig. 4.4 � Extension de la partition

les partitions ((V1\U2) ∪ {v0},V2, . . . ,Vr) de G1 et ((V1\U1) ∪ {v0},Vr+1, . . . ,Vp) de G2

sont violées.

Maintenant supposons que tous les éléments de V2, . . . ,Vp sont par exemple in
lus dans

U1. Cela signi�e que U2 ⊆ V1. Considérons la partition π1 = ((V1\U2)∪{v0},V2, . . . ,Vp)

de G1. Comme x(δ(π)) = x(δ(π1)) et π est violée, π1 est également violée.

Lemme 4.5. Si G se dé
ompose par des sommets d'arti
ulation en H1, . . . ,Hq et si un


ertain Hi, où i ∈ {1, . . . ,q}, 
ontient une partition violée, alors G 
ontient également

une partition violée.

Preuve. La �gure 4.2.2 illustre 
omment 
onstruire une partition violée sur G à partir

d'un partition violée sur un sous-graphe Hi. La partition obtenue a la même 
ardinalité

que la partition de départ. De plus, 
e sont les même arêtes qui interviennent dans la


ontrainte. La partition obtenu est don
 violée.

Remarque 4.6. Losque l'on sépare les 
ontrainte de partition, on re
her
he les arêtes

qui interviennent dans la 
ontrainte. On n'a don
 pas besoin de 
onnaître la répartition

des sommets dans les ensembles de la partition.
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Nous allons maintenant nous intéresser à la 2-dé
omposition. Les lemmes suivant

donnent des propriétés des partitons sur un graphe auquel on applique une rédu
tion.

Soit H un ensemble de graphes. Considérons un graphe G = (V,E) qui se dé
ompose

en G1 = (U1,E1) et G2 = (U2,E2) ave
 U1 ∩ U2 = {v1,v2}, U1 ∪ U2 = V , E1 ∪ E2 = E

et supposons que G1 ∈ H. Soit G′
1 = (U ′

1,E
′
1) le graphe obtenu à partir de G1 en


ontra
tant {v1,v2} et soit u le sommet obtenu par 
ette 
ontra
tion.

Lemme 4.7. Soit (S1, . . . ,Sk) une partition de U ′
1. Supposons que u ∈ S1. Soit S1 =

(S1\{u}) ∪ U2 ∪ {v1,v2}. Si (S1, . . . ,Sk) est violée dans G′
1, alors (S1,S2, . . . ,Sk) est

violée.

Preuve. Ce sont deux partitions de même valeur et de même 
ardinalité, don
 si l'une

est violée, l'autre l'est aussi.

Dans 
e qui suit, nous supposons que G′
1 ne 
ontient pas de partition violée. Nous

allons montrer que dans 
e 
as, trouver une partition violée dans G, s'il y en a une,

revient à déterminer une partition violée dans le graphe G′
2 = (V ′

2 ,E
′
2). On rappelle

que G′
2 est le graphe obtenu à partir de G2 en ajoutant une arête e0 entre v1 et v2.

Soit π∗
1 = (S1, . . . ,Sp∗

1
) une partition solution du problème élémentaire 4.1. Soit x′

2 le

ve
teur de RE′

2
donné par

x′
2(e) =

{
x(e) si e ∈ E2,

σ si e = e0.

où σ = x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2).

Lemme 4.8. Si π = (V1, . . . ,Vp) est une des partitions les plus violées de G, alors

x([Vi,Vj ]) 6 a pour i,j = 1, . . . ,p, i 6= j.

Preuve. Supposons par exemple que x([V1,V2]) > a. Soit π′ = (V ′
1 , . . . ,V

′
p−1) la parti-

tion donnée par

{
V ′

1 = V1 ∪ V2,

V ′
i = Vi+1, pour i = 2, . . . ,p− 1.
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Nous avons:

a(p− 1) + b− x(δ(π′)) = a(p− 1) + b− x(δ(π)) + x([V1,V2])

> a(p− 1) + b− x(δ(π)) + a

= ap + b− x(δ(π)).

Ce qui 
ontredit le fait que π est une des partitions les plus violées.

Lemme 4.9. σ > 0

Preuve. Par hypothèse, il n'y a pas de partition violée dans G′
1. Notons par S1 (resp.

S2) l'élément de π∗
1 
ontenant v1 (resp. v2). Notons qu'on peut avoir S1 = S2. Soit π′

1 la

partition obtenue à partir de π∗
1 en remplaçant S1 et S2 par ((S1 ∪ S2)\{v1,v2}) ∪ {u}.

π′
1 est une partition de G′

1. Elle n'est don
 pas violée par la restri
tion de x sur G′
1.

Notons par p′1 la 
ardinalité de π′
1. Si v1 et v2 appartiennent au même ensemble de π∗

1,


'est-à-dire S1 = S2, alors x(δ(π′
1)) = x(δ(π∗

1)) et p′1 = p∗1. Cela implique que

σ = x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2)

= x(δ(π′
1))− a(p′1 − 2)

> ap′1 + b− a(p′1 − 2)

> b + 2a

> a

> 0.

Supposons maintenant que v1 et v2 appartiennent à des ensembles di�érents de π∗
1,


'est-à-dire S1 6= S2. On a don


σ = x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2)

= x(δ(π′
1)) + x[S1,S2]− a(p′1 + 1− 2)

> ap′ + b + x[S1,S2]− a(p′1 − 1)

= b + x[S1,S2] + a

> x[S1,S2]

> 0.

Lemme 4.10. S'il existe une partition violée dans G ave
 au moins trois ensembles,

alors il existe une partition violée dans G′
2 par rapport à x′

2.
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Preuve. Soit π = (V1, . . . ,Vp), p > 3, une partition parmi les plus violées dans G.

Considérons d'abord le 
as où v1 et v2 sont dans le même élément de π, disons V1.

Comme G′
1 ne 
ontient pas de partition violée, au moins un des éléments de π interse
te

U2. Comme π est une partition parmi les plus violées, d'après le lemme 4.3, G(Vi) est


onnexe pour i = 1, . . . ,p. Cela implique que pour i = 2, . . . ,p, soit Vi ⊂ U1, soit

Vi ⊂ U2. On peut don
 supposer que, pour un 
ertain entier q tel que 2 6 q 6

p, V2, . . . ,Vq sont les éléments de π dans U2. Nous allons montrer que p = q. En

e�et, sinon V1 serait un sommet d'arti
ulation dans G′
π, et d'après le lemme 4.2, la

partition ((∪q
i=1Vi),Vq+1, . . . ,Vp) serait violée. Comme l'ensemble d'arêtes induit par


ette partition est dans G1 et v1,v2 ∈ V1, on en déduit que G′
1 
ontient une partition

violée, une 
ontradi
tion.

Par 
onséquent, q = p, 
'est-à-dire U1 ⊆ V1. Soit π2 = (V ′
1 ,V2, . . . ,Vq) où V ′

1 = V1 ∩ U2.

Notons que π2 est une partition de G′
2. Comme 
ette partition a le même nombre

d'éléments et le même poids que π, il en résulte que π2 est violée.

Maintenant supposons que les sommets v1 et v2 sont dans deux éléments di�érents.

Supposons par exemple que v1 ∈ V1 et v2 ∈ V2. Notons par V3, . . . ,Vq les éléments de

π dans G1 et Vq+1, . . . ,Vp 
eux dans G2. Rappelons que les graphes induits par les Vi

sont 
onnexes. Les ensembles V1 et V2 ont une partie dans G1 et une partie dans G2.

Soit p2 = p− q + 2. Considérons la partition π2 = (V ′
1 ,V

′
2 , . . . ,V

′
p2

) de U2 donnée par






V ′
1 = (V1\U1) ∪ {v1},

V ′
2 = (V2\U1) ∪ {v2},

V ′
i = Vq+i−2, pour i = 3, . . . ,p2.

On dé�nit également V i = Vi ∩ U1, pour i = 1,2. On a

x′
2(δ(π2)) = x(δ(π))− x(δ(V 1,V 2, . . . ,Vq)) + x′

2(e0),

< ap + b− x(δ(V 1,V 2, . . . ,Vq)) + x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2),

= a(p2 + q − 2) + b− x(δ(V 1,V 2, . . . ,Vq)) + x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2).

Comme π∗
1 est une partition de G1 qui est solution du problème élémentaire (4.1), nous

avons aq − x(δ(V 1,V 2, . . . ,Vq)) 6 ap∗1 − x(δ(π∗
1)). Don


x′
2(δ(π2)) < a(p2 − 2) + b + (ap∗1 − x(δ(π∗

1))) + x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2),

= ap2 + b.

Ainsi, l'inégalité de partition asso
iée à π2 dans G′
2 est violée par rapport à x′

2.
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Maintenant nous allons voir que si G′
2 
ontient une partition violée par rapport à x′

2

alors G 
ontient également une partition violée par rapport à x.

Lemme 4.11. Si π′
2 est une partition parmi les plus violées dans G′

2 et e0 ∈ δ(π′
2),

alors π∗
1 est violée. De plus, v1 et v2 appartiennent à deux ensembles distin
ts de π∗

1.

Preuve. Supposons que π∗
1 n'est pas violée. Alors

x(δ(π∗
1)) > ap∗1 + b. (4.2)

Comme π′
2 est parmi les plus violées dans G′

2, d'après le lemme 4.8, on a a > x′
2(e0) =

x(δ(π∗
1))− a(p∗1 − 2). Don
 x(δ(π∗

1)) 6 a(p∗1 − 1). En sommant 
ette inégalité et (4.2),

nous obtenons b 6 −a, une 
ontradi
tion.

Don
 π∗
1 est violée. De plus, 
omme G′

1 ne 
ontient pas de partition violée, alors v1 et

v2 sont dans des ensembles di�érents de la partition π∗
1 .

G′
2G1

v2

v1

v2

v1

e0

Vp′

2

V ′
3

V ′
1

V ′
2

S1

S3

Sp∗

1
S2

π∗
1 π′

2

G
v2

v1

v2

v1

Vp

Vp∗

1
+3

V ′
1

V ′
2

S1

V3

Vp∗

1
S2

π
e0

V1

V2

π∗
1

G1

Fig. 4.5 � Constru
tion de π lorsque e0 ∈ δ(π′
2)

Soit π′
2 = (V ′

1 , . . . ,V
′
p2

) une partition parmi les plus violées dans G′
2 par rapport à x′

2

telle que e0 ∈ δ(π′
2). Supposons par exemple que e0 est entre V ′

1 et V ′
2 . Alors par le

lemme 4.11, π∗
1 est violée et v1 et v2 appartiennent à des ensembles di�érents de π∗

1,
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disons S1 et S2, respe
tivement.

Lemme 4.12. Soit π = (V1, . . . ,Vp), ave
 p = p∗1 + p2 − 2, la partition de G telle que






V1 = V ′
1 ∪ S∗

1 ,

V2 = V ′
2 ∪ S∗

2 ,

Vi = S∗
i , pour i = 3, . . . ,p∗1,

Vi = V ′
i−p∗

1
, pour i = p∗1 + 3, . . . ,p∗1 + p2

(voir la �gure 4.5 pour une illustration). Alors π est violée.

Preuve. Notons que x(δ(π)) = x(δ(π∗
1)) + x(δ(π′

2)). Nous avons alors

ap− x(δ(π)) = a(p∗1 + p2 − 2)− x(δ(π∗
1))− x(δ(π′

2))

= ap2 − σ − x(δ(π′
2))

= ap2 − x′
2(δ(π

′
2)).

Comme π′
2 est violée, π l'est aussi.

Lemme 4.13. Si π′
2 = (V ′

1 , . . . ,V
′
p2

) est violée par rapport à x′
2 et si v1 et v2 sont dans

le même élément de π′
2, disons V ′

1 , alors la partition π = (V ′
1 ∪ U1,V

′
2 , . . . ,V

′
p2

) est une

partition violée dans G.

Preuve. Les partitions π et π′
2 sont de même valeur et de même 
ardinalité. Comme

π′
2 est violée, π l'est aussi.

Remarque 4.14. La partition π, qu'elle soit dé�nie selon le lemme 4.12 ou le lemme

4.13, véri�e ap− x(δ(π)) = ap2 − x′
2(δ(π

′
2)).

Lemme 4.15. Supposons que π′
2 = (V ′

1 , . . . ,V
′
p′
2

) est une partition parmi les plus violées

dans G′
2 par rapport à x′

2. Soit π la partition introduite dans le lemme 4.12 (resp. lemme

4.13) si e ∈ δ(π′
2) (resp. e /∈ δ(π′

2)). Alors π est une partition parmi les plus violées

dans G.

Preuve. Soit π̂ = (V̂1, . . . ,V̂p̂) une partition de G. Soient π̂1 et π̂2 les restri
tions de π̂

sur G1 et G2. Notons par p̂1 et p̂2 respe
tivement les nombres d'éléments de π̂1 et π̂2.

Dans la suite, nous dis
uterons de trois 
as.
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Cas 1. Il existe i ∈ {1, . . . ,p̂} tel que U1 ⊆ V̂i.

Don


ap̂− x(δ(π̂)) = ap̂2 − x(δ(π̂2))

6 ap2 − x′
2(δ(π

′
2))

= ap− x(δ(π)).

La deuxième inégalité vient du fait que π′
2 fait partie des partitions les plus violées

dans G′
2.

Cas 2. Il n'existe pas d'indi
e i ∈ {1, . . . ,p̂} tel que U1 ⊆ V̂i, mais v1 et v2 sont dans

le même élément de π̂. Comme G′
1 ne 
ontient pas de partition violée, on en déduit que

x(δ(π̂1)) > ap̂1 + b. Cela implique que

ap̂− x(δ(π̂)) = a(p̂1 + p̂2 − 1)− x(δ(π̂1))− x(δ(π̂2))

6 a(p̂1 + p̂2 − 1)− ap̂1 − b− x(δ(π̂2))

= ap̂2 − a− b− x(δ(π̂2))

6 ap̂2 − x(δ(π̂2))

6 ap̂2 − x′
2(δ(π

′
2))

= ap− x(δ(π)).

La troisième inégalité vient du fait que −b < a.

Cas 3. v1 et v2 sont dans deux éléments di�érents de π̂. Dans 
e 
as, p̂ = p̂1 + p̂2− 2.

Nous avons

ap̂− x(δ(π̂)) = a(p̂1 + p̂2 − 2)− x(δ(π̂1))− x(δ(π̂2))

6 a(p∗1 + p̂2 − 2)− x(δ(π∗
1))− x(δ(π̂2))

= ap̂2 − x′
2(e0)− x(δ(π̂2)).

La deuxième ligne vient du fait que π∗
1 est la partition la plus violée de G1. x(δ(π̂2))+

x′
2(e0) est la valeur de la multi
oupe induite par π̂2 sur G′

2. Comme π′
2 est une des

partitions les plus violées de G′
2, il s'ensuit que ap̂2 − x(δ(π̂2)) 6 ap2 − x′

2(δ(π
′
2)) =

ap− x(δ(π)).

Dans tous les 
as, nous obtenons ap̂ − x(δ(π̂)) 6 ap − x(δ(π)), 
e qui signi�e que π̂

n'est pas plus violée que π. Comme π̂ est une partition arbitraire, 
ela implique que π

est une partition parmi les plus violées dans G.
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D'après le lemme 4.12, si l'on 
onnaît une partition parmi les plus violées dans G′
2 par

rapport à x′
2, telle que v1 et v2 appartiennnent à des éléments di�érents de la partition,

alors on peut étendre 
ette partition à une partition parmi les plus violées de G.

G′
2

v2

v1

e0

π′
2

G1

G

G2

π

v2

v1

e0

G1

G

Fig. 4.6 � Constru
tion de π lorsque v1,v2 ∈ V ′
1

Nous déduisons des lemmes pré
édents, le théorème suivant.

Théorème 4.16. Il existe une partition violée dans G si et seulement s'il existe une

partition violée dans G′
2 par rapport à x′

2.

Preuve. Supposons que G 
ontient une partition violée. Alors, d'après le lemme 4.10,

G′
2 
ontient une partition violée. Inversement, supposons que G′

2 
ontient une partition

violée. Soit π′
2 la partition la plus violée de G′

2. Soit π la partition de G introduite dans

le lemme 4.12 (resp. lemme 4.13) si e ∈ δ(π′
2) (resp. e /∈ δ(π′

2)). Alors, d'après 4.15, π

est une partition parmi les plus violées dans G. De plus, d'après la remarque 4.14, π

est bien violée.

Ces résultats nous 
onduisent au théorème suivant.

Théorème 4.17. Si G est ré
ursivement {1,2}-dé
omposable par rapport à un ensemble



4.2 Séparation des 
ontraintes de partition dans les graphes {1,2}-dé
omposables 87

de graphes H et si le problème de séparation des 
ontraintes de partition peut être résolu

en un temps polynomial dans les piè
es, alors il peut être résolu en temps polynomial

dans G.

En�n 
es résultats nous permettent de donner un algorithme de séparation des 
on-

traintes de partition que nous présentons dans la se
tion suivante.

4.2.3 Algorithme de séparation

L'algorithme 1 permet de séparer les 
ontraintes de partition sur un graphe ré
ur-

sivement {1,2}-dé
omposable par rapport à un ensemble de graphes H sur lesquels

le problème de séparation peut être résolu en temps polynomial. Il 
onsiste dans un

premier temps à dé
omposer le graphe selon les sommets d'arti
ulation. Ensuite, pour


ha
un des sous-graphes, on applique des rédu
tions jusqu'à 
e que l'on trouve une

piè
e qui 
ontienne une partition violée ou que l'on ait véri�é qu'il n'y a pas de piè
e


ontenant une partition violée.
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Algorithme 1 Algorithme de séparation des 
ontraintes de partition sur un graphe

{1,2}-dé
omposable

Données : G = (V,E) un graphe ré
ursivement {1,2}-dé
omposable par rapport à un

ensemble H, des réels a et b, a > 0 et b > −a, un ve
teur x asso
ié à E.

Sortie : Une partition dont la 
ontrainte de partition asso
iée (x(δ(π)) > ap + b) est

violée, s'il en existe une.

Dé
omposer le graphe selon les sommets d'arti
ulation en (H1, . . . ,Hq), q ∈ N.

pour i = 1 à q faire

si Hi ∈ H alors

Résoudre le problème de séparation par rapport à la rédu
tion de x sur Hi.

si il existe une partition violé sur Hi alors

Étendre la partition πi en une partition π sur G (
f lemme 4.5)

Renvoyer π. STOP.

sinon

Considérer G1 et G2 deux sous-graphes de Hi tels que Hi est la 2-somme de G1

et G2, et G1 ∈ H

si G′
1 (le graphe obtenu à partir de G1 en 
ontra
tant les 2 sommets d'arti
u-

lation de la 2-somme) 
ontient une partition violée alors

Étendre 
ette partition violée en une partition πi sur Hi (
f lemme 4.7)

Étendre la partition πi en une partition π sur G (
f lemme 4.5)

Renvoyer la partition π. STOP.

sinon

Réduire Hi en G′
2 (le graphe obtenu à partir de G2 en ajoutant une arête entre

les 2-sommets d'arti
ulation)

Appliquer l'algorithme 1 sur G′
2

si il existe une partition π′
2 violée sur G′

2 alors

Étendre la partition π′
2 en une partition πi sur Hi (
f lemme 4.15)

Étendre la partition πi en une partition π sur G (
f lemme 4.5) et

Renvoyer π. STOP.
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4.2.4 Complexité

Dans l'algorithme 1, les bou
les se réalisent toutes un nombre de fois borné par le

nombre de sommets. Par hypothèse, nous 
onsidérons des graphes dont on 
onnaît les

piè
es, 
elles-
i étant de taille bornée ou de stru
ture telle qu'il existe un algorithme

polynomial pour séparer les 
ontraintes de partition. Nous donnons des exemples de

graphes qui véri�ent 
ette propriété dans la se
tion 4.3. Soit C la 
omplexité de l'al-

gorithme de séparation des 
ontraintes de partition sur les piè
es. La 
omplexité de

l'algorithme est alors en O(C|V |). Si les piè
es sont des graphes de taille �xe, la sépa-

ration sur 
es graphes se fait en un temps borné. C'est le 
as des piè
es des graphes

série-parallèles. La 
omplexité globale de l'algorithme est don
 alors en O(|V |). C'est

une amélioration notable dans les graphes série-parallèles par rapport à l'algorithme

de Baïou et al [11℄ dont la 
omplexité est en O(|V |3) fois la 
omplexité d'un problème

de st-
oupe minimum.

4.3 Appli
ations

Dans 
ette partie, nous allons donner quelques appli
ations de l'algorithme présenté

dans la se
tion pré
édente dans la 
lasse des graphes dé
omposables par des 1 et 2-

sommets d'arti
ulation.

4.3.1 Dé
omposition simpli
iale

La dé
omposition des graphes a été largement étudiée [80, 28℄. En parti
ulier, Diestel

[28℄ a étudié la dé
omposition de graphes où les piè
es sont des graphes 
omplets. Nous

présentons dans la suite 
ette dé
omposition.

Soient G un graphe, σ et λ deux entiers et Bλ, λ < σ, un sous-graphe induit de G.

La famille F = (Bλ)λ<σ est appelée dé
omposition simpli
iale de G si :

� (S1) G = ∪λBλ,

� (S2) Sµ = (∪λ<µBλ) ∩ Bµ est un graphe 
omplet, pour tout µ > 0 et µ < σ,

� (S3) Sµ ne 
ontient ni Bµ, ni Bλ, quels que soient µ et λ tels que 0 6 λ < µ < σ.
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On appelle ensembles d'arti
ulation les sous-graphes Sµ dé�nis 
i-dessus. Les sous-

graphes Bλ sont les fa
teurs de la dé
omposition.

Théorème 4.18. (Halin [28℄)

Tout les graphes ne 
ontenant pas de graphe 
omplet in�ni, admettent une dé
omposi-

tion simpli
iale en des piè
es.

La dé
omposition simpli
iale est utilisée pour prouver une assertion sur un graphe

G en montrant que l'assertion est vérifée sur ses fa
teurs, puis en étend le résultat au

graphe G. Ainsi, dans le 
as des graphes sans mineur égal à K5, le graphe 
omplet sur 5

sommets, 
ette appro
he permet de montrer que 
es graphes sont au plus 4-
oloriables.

Et plus généralement, si (Bλ)λ<σ est une dé
omposition simpli
iale de G telle que les

Bλ sont k-
oloriables, alors G est k-
oloriable.

4.3.1.1 Exemples de graphes ave
 mineurs ex
lus

Wagner a 
ara
térisé la 
lasse des graphes sans mineur égal à K5 en termes de dé
om-

position simpli
iale. Des théorèmes similaires 
ara
térisent d'autres 
lasses de graphes

de la même manière. Le tableau 4.1 montre 
elles qui se dé
omposent ave
 des ensem-

bles d'arti
ulation ayant un ou deux sommets. Par exemple, la 
lasse des graphes sans

mineur égal à C4, le 
er
le sur 4 sommets, admet une dé
omposition simpli
iale et ses

piè
es sont des K2, 
'est-à-dire des arêtes, et des k3, 
'est-à-dire des triangles. Ce sont

bien, dans tous les 
as, des graphes sur lesquels l'algorithme s'applique.

Une autre 
lasse parti
ulière sur laquelle la dé
omposition simpli
iale s'applique est

la 
lasse des k-arbres. Un k-arbre est un graphe obtenu à partir de Kk en ajoutant

ré
ursivement un nouveau sommet formant un graphe 
omplet d'ordre k + 1 ave
 k

sommets déjà présents. Les k-arbres admettent une dé
omposition en graphes 
omplets.

Les piè
es sont des Kk+1 et les ensembles d'arti
ulation sont des Kk. Les graphes série-

parallèles sont des 2-arbres partiels, 
'est-à-dire des 2-arbres auxquels il manque un


ertain nombre d'arêtes. L'algorithme donné dans la se
tion pré
édente s'applique aux

2-arbres.
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4.3.2 Séparation des 
ontraintes de SP-partition

Considérons le problème kECSP, k étant un entier impair tel que k > 3, qui a été

introduit dans le 
hapitre pré
édent. Rappelons que pour 
e problème, les inégalités

suivantes dites de SP-partition

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >
k + 1

2
p− 1 (4.3)

sont valides si le graphe induit par la partition est série-parallèle. Ces inégalités sont de

la forme x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ap + b ave
 b > −a. I
i a = k+1
2

et b = −1. Si l'on 
onsidère

des graphes série-parallèles, toute partition induit alors une 
ontrainte de SP-partition

valide. Or, si G est série-parallèle et 2-sommet-
onnexe, alors G est 2-dé
omposable.

On peut 
onsidérer 
omme piè
es les 
hemins sur 3 sommets et des triangles; 
eux-
i

pouvant 
omporter des arêtes multiples (voir �gure 4.7).

v2

v1

v2

v1

Fig. 4.7 � Piè
es des graphes série-parallèles

Comme le polytope des solutions de kECSP est donné par les 
ontraintes de SP-

partition et par les 
ontraintes triviales dans les graphes série-parallèles [27℄, nous

obtenons par 
onséquent un algorithme de 
oupe polynomial pour résoudre le problème

kECSP dans 
ette 
lasse de graphes.

4.3.3 Séparation des 
ontraintes de partition et de F -partition

Il existe d'autres inégalités de partition valides pour le kECSP pour lesquelles on

peut utiliser notre algorithme de séparation. Par 
ontre, 
es inégalités n'étant pas

exa
tement de la forme x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ap + b, l'algorithme est alors utilisé soit


omme heuristique, soit pour séparer des 
as parti
uliers. On peut 
iter par exemple

les 
ontraintes de partition introduites par Gröts
hel et al. [48℄ qui s'é
rivent de la

manière suivante:

x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ⌈
kp

2
⌉.



92 Séparation des 
ontraintes de partition

La séparation de 
es 
ontraintes est un problème NP-di�
ile. On peut par 
ontre

utiliser notre algorithme pour séparer les 
ontraintes

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >
k

2
p.

et obtenir ainsi une séparation appro
hée.

Une autre 
lasse d'inégalités valides pour kECSP est la 
lasse des inégalité de F -

partition ([68℄ [58℄). Soient (V0,V1, . . . ,Vp) une partition de V et F un ensemble d'arêtes

de δ(V0) tel que |F | = 2k + 1, k ∈ N∗
. Ces inégalités s'é
rivent

x(δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F ) > p− k.

La séparation de 
es 
ontraintes pour des graphes quel
onques est une question ouverte.

Si les ensembles de la partition (V0,V1, . . . ,Vp) sont des singletons, alors on peut séparer


es inégalités par l'algorithme de Padberg et Rao. Si l'on �xe |F |, on peut alors utiliser

notre algorithme pour séparer 
es inégalités dans les graphes {1,2}-dé
omposables.

4.3.4 Heuristiques pour des graphes généraux

Notre algorithme peut également être utilisé 
omme heuristique pour des graphes

quel
onques. En e�et, dans les graphes quel
onques, on peut dans un premier temps

utiliser un algorithme appro
hé pour déterminer un sous-graphe dé
omposable appro-

prié sur lequel on peut dans un deuxième temps appliquer notre algorithme. Ainsi


et algorithme peut être utilisé pour séparer de manière heuristique les 
ontraintes de

SP-partitions liftées pour le problème kECSP, ave
 k > 3. Soit G = (V,E) un graphe

série-parallèle et G = (V,E) obtenu à partir de G en ajoutant les arêtes {e1, . . . ,et}. La


ontrainte de SP-partition liftée s'é
rit :

∑

e∈E

x(e) +
∑

j=1,...,t

a(ej)x(ej) >
k + 1

2
p− 1,

où a(ej) est la longueur du plus 
ourt 
hemin entre les sommets extrêmités de ej dans

G.

Pour obtenir un sous-graphe série-parallèle, on peut utiliser par exemple l'algorithme

de Calines
u et al [15℄, ou en
ore 
elui de Cai [14℄.
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4.4 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté un algorithme de séparation 
ombinatoire

pour les 
ontraintes de partition de la forme x(δ(V1, . . . ,Vp)) > ap + b ave
 a et b

deux s
alaires tels que a > 0 et b > −a quand le graphe peut être dé
omposé par

des 1 et 2-sommets d'arti
ulation. Lorsque les piè
es sont de taille bornée, l'algorithme

est linéaire. C'est le 
as par exemple des graphes série-parallèles. On a aussi dis
uté

de 
ertaines appli
ations dans des 
lasses de graphes et pour 
ertaines familles de


ontraintes valides pour le kECSP, k > 3. L'algorithme a été testé pour la séparation

des 
ontraintes de SP-partition dans les graphes série-parallèles. Les résultats sont

dé
rits dans le 
hapitre 7.





Chapitre 5

Polytope des sous-graphes (1,k)-arête


onnexes

Ce 
hapitre porte sur le problème SNDP(G,r) dans le 
as où les sommets v ∈ V ont

un type de 
onnexité r(v) égal à 1 ou k, où k est un entier �xé > 3. Nous 
onsidérons le

polytope donné par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de SP-partition dans 
e


as. Nous montrons que 
e polytope est entier pour la 
lasse des graphes série-parallèles

et sans toupie; les graphes sans toupie étant une sous-
lasse des graphes outerplanaires.

Cela généralise les travaux de Didi Biha et al [26℄ qui portaient sur le 
as où r(v) ∈

{1,2}V . La première se
tion de 
e 
hapitre est une présentation des motivations pour

une telle étude. Ensuite nous introduisons les graphes série-parallèles et sans toupie.

Dans la se
tion 5.3, nous donnons des propriétés stru
turales des solutions du problème

et dans la se
tion 5.4, nous examinons les graphes qui véri�ent les 
onditions de �abilité

mais qui ne sont pas 2-sommet 
onnexes, 
'est-à-dire les graphes qui possèdent au

moins un sommet dont la suppression dé
onne
te le graphe. Nous montrons que pour


es graphes, il su�t de 
onsidérer indépendamment le polytope dans 
haque partie

2-sommet 
onnexe du graphe. En�n, et 
omme 
onséquen
e, nous présentons dans la

dernière se
tion de nouvelles inégalités valides, les inégalités de toupie, qui dé�nissent

des fa
ettes du polytope SNDP(G,r) lorsque G est quel
onque.
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5.1 Introdu
tion

Le problème du sous-graphe (1,k)-arête 
onnexe est un 
as parti
ulier du problème de


on
eption de réseau �able présenté dans le 
hapitre 2. Dans 
e problème, on 
onsidère

que les n÷uds du réseau 
÷ur doivent être reliés entre eux de manière �able, alors que

les autres n÷uds qui ne sont que des points d'a

ès au réseau, doivent simplement être

reliés au réseau, sans que l'on ait à s'assurer qu'il existe des liaisons de se
ours en 
as

de panne.

Ce problème s'énon
e de la manière suivante. Étant donnés un entier k, supérieur ou

égal à 2, et un graphe G = (V,E) auquel on asso
ie, pour 
haque arête e, un 
oût c(e)

positif, et pour 
haque sommet v, un type r(v) ∈ {1,k}, trouver un sous-graphe de 
oût

minimum tel que pour 
haque paire de sommets (u,v), il y ait au moins min(r(u),r(v))


hemins arêtes-disjoints.

Rappelons les notations suivantes introduites au 
hapitre 2.

r(W ) = max{r(v) : v ∈W}

r(s,t) = min(r(s),r(t))

con(W ) = max{r(s,t) : s ∈W,t ∈W}

= min(r(W ),r(W ))

Le problème du sous-graphe (1,k)-arête 
onnexe peut être formulé de la manière suiv-

ante.

min cx

s.
. x(δ(W )) > con(W ) pour tout W ⊂ V,W 6= ∅ (5.1)

x(e) > 0 pour tout e ∈ E

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E

x ∈{0,1}E

Les 
ontraintes (5.1) expriment deux 
on�gurations possibles illustrées dans la �gure

5.1. Dans un 
as, les ensembles W et V \W 
ontiennent tous deux au moins un sommet

de type k ; la 
ontrainte de 
oupe impose la présen
e d'au moins k arêtes entre 
es

ensembles. Dans l'autre 
as, un des ensembles au moins ne 
ontient que des sommets

de type 1 ; la 
ontrainte de 
oupe impose alors la présen
e d'au moins une arête entre
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r(W ) = 1 ou kr(W ) = k

WW V \WV \W

δ(W )

r(V \W ) = 1

δ(W )

r(V \W ) = k

Fig. 5.1 � Coupes serrées (pour k = 3)

les ensembles. On peut aussi é
rire 
e problème de manière plus détaillée de la façon

suivante.

min cx

s.
. x(δ(W )) > k
s'il existe un sommet de type k dans W et un sommet

de type k dans V \W .

x(δ(W )) > 1 sinon

x(e) > 0 pour tout e ∈ E

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E

x ∈{0,1}E

Soit (V1, . . . ,Vp) une partition des sommets du graphe. Soit pt le nombre d'ensembles

Vi, i = 1, . . . ,p, de la partition tels que con(Vi) = t, pour t ∈ {1,k}. Si pk = 0, on dit

que la partition est de type 1. Sinon, on dit qu'elle est de type k. L'inégalité de SP-

partition pour le problème du sous-graphe (1,k)-arête 
onnexe induite par la partition

(V1, . . . ,Vp) s'é
rit

x(δ(V1, . . . ,Vp) >






p− 1 si pk = 0

p + k−1
2

pk − 1 si k impair,

p + (k
2
− 1)pk si pk > 0 et k pair.

(5.2)

L'inégalité de 
oupe est un 
as parti
ulier de 
ette 
lasse d'inégalités pour une partition

ayant deux éléments. Soit CPP(G,r) (pour Cut Partition Polytope) le polytope donné
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par les 
ontraintes triviales, les 
ontraintes de 
oupe et les 
ontraintes de SP-partition.

Étant donnée (U1, . . . ,Up) une partition d'un ensemble de sommets W ⊆ V , on

note par [U1, . . . ,Up] l'ensemble des arêtes ayant leurs extrémités dans deux ensembles

di�érents de la partition.

5.2 Les graphes série-parallèles sans toupie

Rappelons que les graphes série-parallèles sont les graphes sans mineur égal à K4,

le graphe 
omplet sur 4 sommets. Selon une dé�nition équivalente, 
e sont les graphes

obtenus à partir d'une forêt (
'est-à-dire un graphe sans 
y
le) par dupli
ation et

subdivision d'arêtes. Une toupie est un graphe ayant 5 sommets, disons {v0,v1, . . . ,v4},

et 3k+3 arêtes, k > 2, tel que :

� r(v0) = 1 et r(vi) = k, pour i = 1,2,3,

� |[v0,vi]| = 1 et |[v4,vi]| = k pour i = 1,2,3,

� |[vi,vj ]| = ∅ pour i,j = 1,2,3, i 6= j.

Il existe don
 pour 
haque valeur de k exa
tement deux toupies (aux homéomorphies

près). La �gure 5.2 illustre les toupies existantes pour k = 2, et la �gure 5.3, 
elles

pour k quel
onque.

r(v) = 1

r(v) = 2

v1v3

v0

v3

v0

v1

v4 v4

v2v2

Fig. 5.2 � Toupies lorsque k = 2
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... ...... ... ......
r(v) = 1

r(v) = k

v1v3

v0

v3

v0

v1

v4 v4

v2v2

k arêtes

Fig. 5.3 � Toupies pour k quel
onque

Soit F un sous-ensemble d'arêtes de E. On note V (F ) l'ensemble des sommets qui

sont in
idents aux arêtes de F et G/F , le graphe obtenu à partir de G en 
ontra
tant

F . Soit w le sommet obtenu par la 
ontra
tion. Le ve
teur de 
onnexité rF , asso
ié aux

sommets V ′ = (V \V (F )) ∪ {w} est dé�ni par

rF =

{
r(u) si u ∈ V ′\{w},

con(V (F )) si u = w.

(G,r) est dit sans toupie, si l'on n'obtient pas de toupie par 
ontra
tion.

On peut remarquer que les toupies sont des K2,3 ave
 un 
ertain nombre d'arêtes

doubles. Ainsi les graphes série-parallèles et sans toupie sont des graphes qui ne sont


ontra
tibles ni à K4, ni à K2,3. Un tel graphe est outerplanaire. Don
 les graphes

outerplanaires 
onstituent une sous-
lasse des graphes série-parallèles, sans toupie.

5.3 Propriétés stru
turales du polytope CPP(G,r)

Dans 
ette se
tion, nous donnons 
ertaines propriétés stru
turales des solutions du

problème du {1,k}-arête 
onnexe. Ces propriétés sont ensuite utilisées dans la se
tion

5.5 pour 
ara
tériser le polytope du problème dans la 
lasse des graphes série-parallèles

et sans toupie. Soit x un point de CPP(G,r).

Proposition 5.1. Soit F ⊂ E un ensemble d'arêtes qui induit un graphe 
onnexe.

Alors x′ ∈ R|E\F |
, la restri
tion de x sur E\F , est un point de CPP(G/F,rF ).
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Preuve. Notons conF la 
onnexité sur G/F (conF est dé�ni par rapport au type de


onnexite rF ). Soit w le sommet obtenu par la 
ontra
tion de F . Soit W un ensemble

de sommets de G/F . On peut supposer sans perte de généralité que w ∈W . Notons W

l'ensemble de sommets 
omplémentaire à W , et Ŵ = (W\{w}) ∪ V (F ) l'ensemble de

sommets de G obtenu à partir de W en dé
ontra
tant F . La valeur x′(δ(W )) dans G/F

est égale à x(δ(Ŵ )). Comme x est un point de CPP(G,r), on a x(δ(Ŵ )) > con(Ŵ ).

Don
 x′(δ(W )) > con(Ŵ ). Par ailleurs

conF (W ) = min(rF (W ),rF (W ))

= min(rF (W ),r(W ))

= min(max(rF (W\{w}),rF (w))),r(W ))

= min(max(r(W\V (F )),con(V (F )),r(W ))

= min(con(Ŵ ),r(W ))

= con(Ŵ )

Ainsi on a x′(δ(W )) > con(W ) pour tout ensemble W ⊂ V \V (F ).

Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition de G/F . On peut supposer sans perte de généralité

que w ∈ V1. Ave
 le même raisonnement que pré
édemment, on trouve que con(V1) =

con((V1\{w}) ∪ V (F )). Soit π̂ = ((V1\{w})∪ V (F ),V2, . . . ,Vp). Puisque x est un point

de CPP(G,r), on a

x(δ(V1, . . . ,Vp) >






p− 1 si pk = 0

p + k−1
2

pk − 1 si k impair,

p + (k
2
− 1)pk si pk > 0 et k pair.

où p est le nombre d'ensembles de la partition et pk, le nombre d'ensembles de type

k. Comme les arêtes de la multi
oupe δ(π) sont les même que 
elles de δ(π̂), on a

x(δ(π)) = x(δ(π̂)). Par ailleurs, p est également le nombre d'ensembles de π et pk, son

nombre d'ensembles de type k. Par 
onséquent,

x′(δ(V1, . . . ,Vp) >






p− 1 si pk = 0

p + k−1
2

pk − 1 si k impair,

p + (k
2
− 1)pk si pk > 0 et k pair.

Don
 les 
ontraintes de SP-partition sont bien véri�ées par x′
pour toute partition de

G/F . Don
 x′ ∈CPP(G/F,rF ).
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Proposition 5.2. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition serrée pour x. Supposons que

p > 3. Considérons i,j ∈ {1, . . . ,p}, i < j. Soit π′ = (V ′
1 , . . . ,V

′
p−1) la partition dé�nie

par

V ′
t = Vt pour t = 1, . . . ,i− 1,i + 1, . . . ,j − 1,

V ′
i = Vi ∪ Vj ,

V ′
t = Vt+1 pour t = j, . . . ,p− 1.

1) Si π est de type 1, alors x[Vi,Vj ] 6 1.

2) Si π est de type k et π′
est de type 1, alors x[Vi,Vj] 6 k.

3) Si π est de type k et π′
est de type k, alors

3.1) si r(Vi) = r(Vj) = k, alors x[Vi,Vj] 6 ⌈k
2
⌉,

3.2) sinon x[Vi,Vj] 6 1.

De plus, si les inégalités pré
édentes sont véri�ées à l'égalité, alors π′
est également

serrée pour x.

Preuve. (1) Supposons que π est de type 1. Alors π′
est aussi de type 1. Nous avons

x[Vi,Vj] = x(δ(π))− x(δ(π′))

= (p− 1)− x(δ(π′))

6 (p− 1)− ((p− 1)− 1)

6 1

De plus, si x[Vi,Vj ] = 1, 
ela implique que x(δ(π′)) = (p− 1)− 1, et don
 π′
est serrée.

(2) Supposons que π est de type k, et π′
est de type 1. On distingue deux 
as selon

que k soit pair ou impair. Si k est impair, on a

x[Vi,Vj] = x(δ(π))− x(δ(π′))

6 (p +
k − 1

2
pk − 1)− (p− 2)

Or, ave
 
ette 
on�guration, pk = 2. On en déduit que

x[Vi,Vj] 6 p +
k − 1

2
2− 1− p + 2

6 k.
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Si k est pair, alors

x[Vi,Vj ] = x(δ(π))− x(δ(π′))

6 (p + (
k

2
− 1)pk − (p− 2)

6 p +
k

2
2− 2− p + 2

6 k.

De plus, si x[Vi,Vj ] = k, 
ela implique que x(δ(π′)) = (p + k−1
2

2− 1)− k = p− 2 (resp.

x(δ(π′)) = (p + k
2
2− 2)− k = p− 2) lorsque k est impair (lorsque k est pair), et don


π′
est serrée.

(3) Supposons que π et π′
sont tous deux de type k.

(3.1) Supposons que r(Vi) = r(Vj) = k. Si k est impair, alors

x[Vi,Vj ] = x(δ(π))− x(δ(π′))

6 (p +
k − 1

2
pk − 1)− ((p− 1) +

k − 1

2
(pk − 1)− 1)

6
k + 1

2
.

Si k est pair, alors

x[Vi,Vj] 6 (p + (
k

2
− 1)pk)− ((p− 1) + (

k

2
− 1)(pk − 1))

6
k

2
.

De plus, si x[Vi,Vj] = k+1
2

et k impair (resp. x[Vi,Vj ] = k
2
et k pair), 
ela implique

que x(δ(π′)) = (p + k−1
2

pk − 1) − k+1
2

= (p − 1) + k−1
2

(pk − 1) − 1 (resp. x(δ(π′)) =

(p + (k
2
− 1)pk −

k
2

= (p− 1) + (k
2
− 1)(pk − 1)), et don
 π′

est serrée.

(3.2) Supposons que r(Vi) = 1 ou r(Vj) = 1. Si k est impair, on a

x[Vi,Vj ] 6 (p +
k − 1

2
pk − 1)− ((p− 1) +

k − 1

2
pk − 1)

6 1.

Si π est pair, on a alors

x[Vi,Vj ] 6 (p + (
k

2
− 1)pk)− ((p− 1) + (

k

2
− 1)pk)

6 1.
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De plus, si x[Vi,Vj] = 1 et k impair (resp. k pair), 
ela implique que x(δ(π′)) = (p +
k−1
2

pk−1)−1 = (p−1)+ k−1
2

pk−1 (resp. x(δ(π′)) = (p+(k
2
−1)pk−1 = (p−1)+(k

2
−1)pk),

et don
 π′
est serrée.

Nous avons aussi la proposition suivante. Elle est donnée sans preuve puisque sa

preuve est similaire à 
elle de la proposition 5.2.

Proposition 5.3. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition serrée par x. Soit (V 1
i ,V 2

i ) une

partition de Vi pour un 
ertain i ∈ {1, . . . ,p}. Soit π′ = (V ′
1 , . . . ,V

′
p+1) la partition

dé�nie par

V ′
t = Vt pour t = 1, . . . ,i− 1,

V ′
i = V 1

i ,

V ′
i+1 = V 2

i ,

V ′
t = Vt−1 pour t = i + 2, . . . ,p + 1.

1) Si π est de type 1 et π′
est de type 1,

alors x[V 1
i ,V 2

i ] > 1.

2) Si π est de type est 1 et π′
est de type est k,

alors x[V 1
i ,V 2

i ] > k.

3) Si π est de type k et r(V 1
i ) = r(V 2

i ) = k,

alors x[V 1
i ,V 2

i ] > ⌈k
2
⌉.

4) Si π est de type k et r(V 1
i ) = 1 ou r(V 2

i ) = 1,

alors x[V 1
i ,V 2

i ] > 1.

De plus, si 
es inégalités sont véri�ées à l'égalité, alors π′
est aussi serrée.

Comme 
onséquen
e de la proposition 5.3, nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.4. Les graphes G(Vi) sont 
onnexes.

On peut généraliser la proposition 5.2 à la réunion de plus de deux ensembles. De

même, on peut généraliser la proposition 5.3 à la subdivision en plus de deux ensembles.

Proposition 5.5. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition de V serrée pour x. Soient deux

indi
es i et j dans {1, . . . ,p} tels que |Vi| > 2 et |Vj| > 2. Soient W ⊂ Vi et (V 1
j , . . . ,V q

j )
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une partition de Vj, q > 2. Soit π′ = (V ′
1 , . . . ,V

′
p′), ave
 p′ = p + q − 1, la partition

dé�nie par

V ′
t = Vt t 6 i− 1,

V ′
i = Vi\W,

V ′
t = Vt t = i + 1, . . . ,j − 1,

V ′
j = V 1

j ∪W,

V ′
t+j = V t+1

j t = 1, . . . ,q − 1,

V ′
t+q−1= Vt t = j + 1, . . . ,p.

1) Si π et π′
sont de type 1, on a

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] > q − 1 + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

2) Si π est de type 1 et π′
est de type k ave
 p′k le nombre d'ensembles de type k

dans π′
, alors on a

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] >





q + k−1

2
p′k − 1 + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ] si k est impair,

q + (k
2
− 1)p′k + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ] si k est pair.

3) Si π est de type k et π′
est de type 1, on a , quelle que soit la parité de k,

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] > q − k + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

4) Si π et π′
sont de type k, en notant pj

k = max(|{con(V t
j ) = k, t = 1, . . . ,q}|−1, 0),

le nombre d'ensembles supplémentaires de type k obtenus par le partitionnement

de Vj et

α =






1 si r(W ) = r(Vi\W ) = k et r(V 1
j ) = 1,

−1 si r(W ) = r(V 1
j ) = k et r(Vi\W ) = 1,

0 sinon,

alors on a

x[v1
j , . . . ,V

q
j ] >





q − 1 + k−1

2
(pj

k + α) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ] si k impair,

q − 1 + (k
2
− 1)(pj

k + α) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ] si k pair.
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Preuve. (1) Supposons que π et π′
sont de type 1. Don
 on a x(δ(π)) > p − 1 et

x(δ(π′)) > p + q − 1 − 1 = p + q − 2. Or par dé�nition de π′
, x(δ(π′)) = x(δ(π)) +

x[V 1
j , . . . ,V q

j ]− x[W,V 1
j ] + x[W,Vi\W ]. Don


x[V 1
j , . . . ,V q

j ] = x(δ(π′))− x(δ(π)) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ]

> p + q − 2− (p− 1− x[W,V 1
j ] + x[W,Vi\W ])

> q − 1 + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

(2) Supposons que π est de type 1 et π′
de type k. Dans le 
as où k est impair on a

x(δ(π′)) > (p + q − 1) + k−1
2

p′k − 1 = p + q − 2 + k−1
2

p′k.

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] = x(δ(π′))− x(δ(π)) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ]

> p + q − 2 +
k − 1

2
p′k − (p− 1) + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ]

> q +
k − 1

2
p′k − 1 + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ].

Maintenant, 
onsidérons le 
as où k est pair. On a x(δ(π′)) > (p + q − 1) + (k
2
− 1)p′k.

D'où

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] > (p + q − 1) + (
k

2
− 1)p′k − (p− 1) + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ]

> q + (
k

2
− 1)p′k + x[W,V 1

j ]− x[W,Vi\W ].

(3) Supposons que π est de type k et π′
est de type 1. Cela signi�e que les sommets de

type k sont dans W et V 1
j et que pk = 2. On a don
 dans le 
as k impair (le 
as k pair

est similaire)

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] > (p + q − 1)− 1− (p +
k − 1

2
2− 1− x[W,V 1

j ] + x[W,Vi\W ])

> q − k + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

(4) Supposons que π et π′
sont de type k. Alors p′k prend trois valeurs di�érentes selon

la 
onnexité de W , 
elle de Vi\W et 
elle de V 1
j .

p′k =






pk + pj
k + 1 si r(W ) = r(Vi\W ) = k et r(V 1

j ) = 1,

pk + pj
k − 1 si r(W ) = r(V 1

j ) = k et r(Vi\W ) = 1,

pk + pj
k sinon.
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En e�et, pour 
al
uler le nombre d'éléments de type k dans π′
, il faut ajouter le nombre

d'éléments de type k dans π au nombre d'éléments de type k dans la partition de Vj,

et soustraire 1 dans le 
as où Vj est de type k pour ne pas 
ompter 
et ensemble deux

fois. De plus, le fait de soustraire l'ensemble W à l'ensemble Vi et de mettre ensemble

les ensembles W et V 1
j né
essite de 
onsidérer 
ertains 
as. Si r(W ) = r(Vi\W ) = k et

r(V 1
j ) = 1, alors on a un nouvel élément de type k qui n'était pas ni dans π′

ni dans la

partition de Vj. Si r(W ) = r(V 1
j ) = k et r(Vi\W ) = 1, alors l'ensemble W ∪ V 1

j est de

type k et il est "
omptabilisé" à la fois dans les ensembles de type k de π et dans 
eux

de la partition de Vj. Si k est impair, on a

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] =x(δ(π′))− x(δ(π)) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ]

> p + q − 1 +
k − 1

2
(pk + pj

k + α)− 1− (p +
k − 1

2
pk − 1) + x[W,V 1

j ]

− x[W,Vi\W ]

= q − 1 +
k − 1

2
(pj

k + α) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

Si k est pair, on a

x[V 1
j , . . . ,V q

j ] =x(δ(π′))− x(δ(π)) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ]

> p + q − 1 + (
k

2
− 1)(pk + pj

k + α)− (p + (
k

2
− 1)pk) + x[W,V 1

j ]

− x[W,Vi\W ]

> q − 1 + (
k

2
− 1)(pj

k + α) + x[W,V 1
j ]− x[W,Vi\W ].

Ainsi la proposition 5.5.4 est véri�ée. Ce qui termine la preuve de la proposition 5.5.

Soit x un point extrême de CPP(G,r). On note

� E0(x) l'ensemble des arêtes telles que x(e) = 0,

� E1(x) l'ensemble des arêtes telles que x(e) = 1,

� Ef(x) l'ensemble des arêtes telles que 0 < x(e) < 1 ,

� P1(x) l'ensemble des partitions π1 = (V1, . . . ,Vp) de type 1 serrées pour x,

� Pk(x) l'ensemble des partitions π2 = (W1, . . . ,Wq) de type k serrées pour x.

Il existe alors P ∗
1 (x) ⊆ P1(x) et P ∗

k (x) ⊆ Pk(x) tels que x est la solution unique du
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système

S(x)






x(e) = 0 pour tout e ∈ E0(x),

x(e) = 1 pour tout e ∈ E1(x),

x(δ(V1, . . . ,Vp)) = p− 1 pour tout (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x),

x(δ(W1, . . . ,Wq)) = β pour tout (W1, . . . ,Wq) ∈ P ∗
k (x) ,

ave
 β =





p + k−1

2
pk − 1 si k impair,

p + (k
2
− 1)pk si k pair

et |P ∗
1 (x)|+ |P ∗

k (x)| = |Ef(x)|.

Remarque 5.6. À partir de tout système d'équations induit par des inégalités de

CPP(G,r) dont l'unique solution est x on peut extraire un sous-système ayant exa
te-

ment |E| équations ayant aussi x 
omme solution unique.

Remarque 5.7. Pour 
haque arête e ∈ E, il y a au moins une équation de S(x) dans

laquelle x(e) apparaît ave
 un 
oe�
ient non nul.

Proposition 5.8. Si x est fra
tionnaire, alors |Ef(x)| > 2

Preuve. Soit f ∈ Ef(x). D'après la remarque 5.7, x(f) apparaît au moins dans une

équation de S(x). Or, 
omme les équations de S(x) ont des 
oe�
ients égaux à 0 ou à

1 et un membre de droite entier, il existe au moins une autre arête fra
tionnaire.

Proposition 5.9. Pour 
haque paire d'arêtes appartenant à Ef (x), il existe au moins

une équation dans P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) qui fait intervenir exa
tement une des deux arêtes.

Preuve. Soient f1,f2 des arêtes de Ef(x). Supposons qu'il n'existe pas d'équation dans

P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) qui fait intervenir exa
tement une des deux arêtes. Alors x′
dé�ni par

x′(e) =






x(u) + ǫ si e = f1,

x(v)− ǫ si e = f2,

x(e) sinon

est aussi solution de S(x), une 
ontradi
tion.
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Remarque 5.10. Si u et v sont deux sommets de V , alors au plus une arête de [u,v]

est fra
tionnaire.

Proposition 5.11. Soit W ⊂ V , ∅ 6= W 6= V tel que x(δ(W )) = 1.

Alors x(e) ∈ {0,1}, pour tout e ∈ δ(W ).

Preuve. Supposons qu'il existe f ∈ δ(W )∩Ef(x). Comme x(δ(W )) = 1, alors il existe

une autre arête fra
tionnaire, disons f ′
, dans la 
oupe δ(W ). Nous allons montrer que

le système S(x) peut être 
hoisi de telle sorte que ses équations fassent intervenir

à la fois f et f ′
ou ne fassent intervenir au
une des deux arêtes. Supposons qu'il

existe une partition π∗ = (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) telle qu'il y ait au moins deux

ensembles, disons Vi et Vj, qui interse
tent W (
'est-à-dire tels que Vi ∩ W 6= ∅ 6=

Vj ∩W ). En appliquant la proposition 5.3 aux partitions (V1, . . . ,Vi ∩W,Vi\W, . . . ,Vp)

et (V1, . . . ,Vj ∩W,Vj\W, . . . ,Vp), on obtient

x[Vi ∩W,Vi\W ] > 1

et x[Vj ∩W,Vj\W ] > 1.

Comme x(δ(W )) > x[Vi ∩W,Vi\W ] + x[Vj ∩W,Vj\W ], on a x(δ(W )) > 2, une 
ontra-

di
tion. Don
 W ⊆ Vk pour un 
ertain k ∈ {1, . . . ,p}. Si W = Vk, alors f et f ′
intervi-

ennent ensemble dans la 
ontrainte de SP-partition relative à π. Si W ⊂ Vk, alors par

la proposition 5.3, x[Vk\W,W ] > 1. Comme x[Vk\W,W ] 6 x(δ(W )) et x(δ(W )) = 1,

on en déduit que δ(W ) = [Vk\W,W ]. Par 
onséquent, f et f ′
n'interviennent pas dans

la 
ontrainte de SP-partition relative à π. Ainsi S(x) peut être 
hoisi de telle sorte que

ses équations fassent intervenir à la fois f et f ′
ou ne fassent intervenir au
une des

deux arêtes. Mais 
ela 
ontredit la proposition 5.9.

Proposition 5.12. Soit W ⊂ V tel que con(W ) = k. Si x(δ(W )) = k, alors le système

S(x) peut être 
hoisi de telle manière que P ∗
1 (x) = ∅.

Preuve. Supposons le 
ontraire. Soit π = (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x). Comme π est de type

1, tous les sommets de type de 
onnexité k sont dans le même ensemble de π. Sans

perte de généralité, on suppose que 
et ensemble est V1. D'après nos hypothèses, ils

s'en suit que W interse
te V1. De plus, 
omme con(W ) = k, on a r(W ∩ V1) = k et

r(W ∩ V1) = k. Soit π′ = (V1\W,V1 ∩W,V2, . . . ,Vp). π′
est don
 de type k. D'après la

proposition 5.3.2, x[V1\W,V1 ∩W ] > k. Or, k = x(δ(W )) > x[V1\W,V1 ∩W ] > k. Il en

résulte don
 que x(δ(W )) = x[V1\W,V1 ∩W ], 
'est-à-dire que W ou W est in
lus dans
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V1. Par 
onséquent,

x(δ(π′)) = x(δ(π)) + x(δ(W ))

= (p− 1) + k

=





(p + 1) + k−1

2
2− 1 si k est impair,

(p + 1) + (k
2
− 1)2 si k est pair.

Comme la 
ardinalité de π′
est p + 1 et 
omme le nombre d'ensembles de π′

de type k

est 2, 
ela signi�e que π′
est serrée quelle que soit la parité de k.

On distingue maintenant deux 
as selon que (W,W ) appartienne ou non à P ∗
k (x).

Si (W,W ) ∈ P ∗
k (x), alors le système obtenu à partir de S(x) en enlevant l'équation

induite par π et en ajoutant l'équation induite par π′
, a 
omme solution unique x et ne


ontient pas d'équation induite par des partitions de type 1. Si (W,W ) /∈ P ∗
k (x), alors

le système obtenu à partir de S(x) en enlevant l'équation induite par π et en ajoutant

les équations induites par π′
et (W,W ) a 
omme solution unique x. Le système obtenu


ontient |E| + 1 équations. On peut en extraire un système de dimension |E| par la

remarque 5.6. Comme le système 
ontient une équation induite par une partition de

type 1 de moins que S(x), il en est de même pour le système extrait.

Cette pro
édure peut être répétée jusqu'à 
e que le système obtenu ne 
ontienne plus

au
une équation induite par une partition de type 1.

Proposition 5.13. Soient u et v deux sommets distin
ts.

1) Si x[u,v] > 1, alors S(x) peut être 
hoisi de telle manière que

1.1) δ(V1, . . . ,Vp) ∩ [u,v] = ∅, pour tout (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x)

1.2) Si (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
k (x), p > 3 et [u,v] ⊆ [Vi,Vj], pour i,j ∈ {1, . . . ,p}, alors

r(Vi) = r(Vj) = k.

2) Si x[u,v] > ⌈k
2
⌉, alors S(x) peut être 
hoisi de telle manière que

si (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
k (x), p > 3 et [u,v] ⊆ [Vi,Vj ], pour i,j ∈ {1, . . . ,p}, alors

r(V \(Vi ∪ Vj)) = 1.

Preuve. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition de G. On note Vi et Vj les ensembles de

la partition tels que [u,v] ⊆ [Vi,Vj]. Soit π′
la partition obtenue en 
onsidérant Vi ∪ Vj


omme un seul ensemble.

(1) On montre d'abord (1.1). Supposons par 
ontradi
tion que (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x).
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Supposons que p = 2. D'après la proposition 5.11, x(e) ∈ {0,1}, pour tout e ∈ δ(W ).

Alors l'équation relative à (V1, . . . ,Vp) est redondante par rapport aux équations x(e) =

0 et x(e) = 1. Supposons maintenant que p > 3. D'après la proposition 5.2, x[Vi,Vj ] 6 1.

Or 
omme x[u,v] > 1, on en déduit que x[Vi,Vj ] = 1, et don
 π′
est également serrée.

D'après la remarque 5.10, [u,v] 
ontient au plus une arête fra
tionnaire. Or x[u,v] = 1,

don
 il n'y a pas d'arête fra
tionnaire dans le fais
eau. Ainsi l'équation induite par π

peut être obtenue à partir de l'équation relative à π′
, des équations x(e) = 0, pour tout

e ∈ E0(x) ∩ [u,v], et des équations x(e) = 1, pour tout e ∈ E1(x) ∩ [u,v].

On montre maintenant (1.2). Supposons que π ∈ P ∗
k (x). Si π′

est de type 1, 
omme π

est de type k, on a r(Vi) = r(Vj) = k. Considérons le 
as où π′
est de type k. Supposons

par exemple que r(Vi) = 1, alors, par la proposition 5.2, x[Vi,Vj ] 6 1. Don
 x[Vi,Vj] = 1

et par le même raisonnement qu'au-dessus, il en résulte que l'équation induite par π

peut être obtenue à partir de 
elle induite par π′
et des équations issues des 
ontraintes

triviales.

(2) Supposons que π ∈ P ∗
k (x). Si π′

est de type 1, alors r(V \(Vi ∪ Vj)) = 1. Consid-

érons maintenant le 
as où π′
est de type k. Supposons par exemple que r(Vi) = 1 .

D'après la proposition 5.2, on a x[Vi,Vj] 6 1. Or, x[Vi,Vj] > ⌈k
2
⌉. Comme k > 3, 
'est

impossible. Don
 r(Vi) = r(Vj) = k. Par la proposition 5.2, on obtient x[Vi,Vj ] 6 ⌈k
2
⌉

don
 x[Vi,Vj ] = ⌈k
2
⌉. En suivant le même raisonnement que dans la preuve de (1) on

montre que l'équation induite par π peut être obtenue à partir de 
elle induite par π′

et des équations issues des 
ontraintes triviales.

Proposition 5.14. Soit u un sommet ayant exa
tement 2 voisins u1 et u2. Alors S(x)

peut être 
hoisi de telle manière que les partitions (V1, . . . ,Vp) de ∈ P ∗
1 (x)∪P ∗

k (x), ave


p > 3 et [u,u1] ⊂ δ(V1, . . . ,Vp), respe
tent la propriété suivante :

|Vi ∩ {u1,u2}| 6 1 pour i = 1, . . . ,p. (5.3)

De plus, si x[u,u2] < 1, alors

|Vi ∩ {u,u2}| 6 1 pour i = 1, . . . ,p. (5.4)

Preuve. Soit π = (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) ave
 p > 3 et [u,u1] ⊂ δ(π). On sup-

pose sans perte de généralité que u ∈ V1 et u1 ∈ V2. Supposons que u2 ∈ V2. Par la

proposition 5.4, les ensembles de la partition doivent induire des graphes 
onnexes. Il

en résulte que V1 = {u}. Si r(u) = 1, alors on a x(δ(V1)) > 1. Or par la proposition
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5.2, x(δ(V1)) 6 1. Don
 x(δ(V1)) = 1. Si r(u) = k, alors x(δ(V1)) > k. De plus, la

proposition 5.2 implique que x(δ(V1)) 6 k. Don
 x(δ(V1)) = k. Soit π′
la partition

obtenue en 
onsidérant V1 ∪ V2 
omme un seul ensemble. Alors π′
est serrée pour x.

Ainsi l'équation induite par π peut être obtenue à partir de l'équation induite par π′
et

des équations x(e) = 0 pour e ∈ E0(x) ∩ δ(V1) et x(e) = 1 pour e ∈ E1(x) ∩ δ(V1). En


onséquen
e, on peut é
rire S(x) de telle manière que les 
ontraintes de SP-partition

soient induites par des partitions dans lesquelles u1 et u2 ne sont pas dans le même

ensemble.

Montrons maintenant l'inégalité (5.4). Supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire que u2 ∈ V1

(on rappelle que V1 est l'ensemble 
ontenant u). Soit π′ = ({u},V1\{u},V2, . . . ,Vp).

D'après la proposition 5.3, x[{u},V1\{u}] > 1. Ce qui 
ontredit l'hypothèse x[u,u2] < 1.

On a don
 |V1 ∩ {u,u2}| 6 1.

Proposition 5.15. Soient u,v ∈ V tels que x[u,v] > k. Alors x(e) ∈ {0,1}, pour tout e ∈

[u,v] et le système S(x) peut être 
hoisi de telle manière que x(e) apparaisse seulement

dans les équations induites par E0(x) ∪ E1(x) pour toute arête e ∈ [u,v].

Preuve. Soient u,v tels que x[u,v] > k. Supposons qu'il existe π ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) tel

que [u,v] ⊂ δ(π). Supposons, sans perte de généralité, que u ∈ V1 et v ∈ V2. D'après la

proposition 5.13, 
omme x[u,v] > k > 1 et (V1, . . . ,Vp)∩ [u,v] 6= ∅, π est de type k. Soit

π′
la partition obtenue par uni�
ation de V1 et V2. Supposons que π′

est de type k. Alors

la proposition 5.2 nous donne x[V1,V2] 6 ⌈k
2
⌉, une 
ontradi
tion. Supposons maintenant

que π′
est de type 1. Alors, d'après la proposition 5.2, x[V1,V2] 6 k. Don
 x[V1,V2] = k

et par 
onséquent π′
est serrée. On peut rempla
er dans S(x) l'équation induite par π

par 
elle induite par π′
et par les équations x(e) = 0 pour e ∈ E0(x)∩δ(V1) et x(e) = 1

pour e ∈ E1(x) ∩ δ(V1).

5.4 Dé
omposition par des sommets d'arti
ulation

Soit G = (V,E) un graphe possédant un sommet d'arti
ulation u. On peut don


dé
omposer G en 2 sous-graphes G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2) tels que V1 ∩ V2 = {u},

V1 ∪ V2 = V , E1 ∩ E2 = ∅ et E1 ∪ E2 = E. On rappelle que rEi
, i = 1,2 désigne le

ve
teur de 
onnexité asso
ié aux sommets obtenus en 
ontra
tant Ei en un sommet wi
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pour i = 1,2 et il est dé�ni par

rEi
=

{
r(u) si u ∈ V ′\{w},

con(V (Ei)) si u = wi.

Pour simpli�er l'é
riture, on notera r1 pour rE2
et r2 pour rE1

. Nous montrons dans


ette partie que si CPP(Gi,ri), i = 1,2, est entier, alors CPP(G,r) est entier également.

Lemme 5.16. Si x est un point extrême de CPP(G,r), alors la restri
tion xi de x sur

Gi, i = 1,2, est un point extrême de CPP(Gi,ri).

Preuve. D'après la proposition 5.1, xi ∈ CPP(Gi,ri). Pour montrer le lemme, il su�t

de montrer que l'on peut 
hoisir S(x) tel que pour n'importe quelle paire d'arêtes (e,f),

e ∈ E1 et f ∈ E2, il n'y a pas d'équation de S(x) faisant intervenir simultanément x(e)

et x(f).

Soit π = (W1, . . . ,Wp) une partition serrée pour x. D'après la proposition 5.4, les

graphes G(Vi) sont 
onnexes. On peut don
 numéroter les ensembles de π de telle sorte

que les q − 1 premiers ensembles soient dans V1, Wq 
ontienne u, et les p− q derniers

ensembles soient dans V2. Soient

π1 = (W1,W2, . . . ,Wq−1,W
1
q ) ave
 W 1

q = ∪k>qWk

π2 = (Wq+1, . . . ,Wp,W
2
q ) ave
 W 2

q = ∪k6qWk.

On a x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)). Notons p1
et p2

les 
ardinalités de π1 et π2 et

notons p1
k et p2

k les nombres d'ensembles de 
onnexité k dans π1 et π2 respe
tivement.

On a p = p1 + p2 − 1.

Supposons que π est de type 1, alors π1 et π2 sont également de type 1 et

p− 1 = x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 − 1 + p2 − 1 = p− 1.

Don
 π1 et π2 sont toutes les deux serrées pour x. En 
onséquen
e, on peut rempla
er

l'équation induite par π dans S(x), par 
elles induites par π1 et π2.

Maintenant supposons que π est de type k. Nous distinguons deux 
as selon la parité

de k. Supposons que k est impair. On montre que l'on ne peut pas avoir π1 et π2 de

type k et con(Wq) = k. En e�et, supposons le 
ontraire. On a alors pk = p1
k + p2

k − 1.
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On en déduit que

x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 +
k − 1

2
p1

k − 1 + p2 +
k − 1

2
p2

k − 1

= (p + 1) +
k − 1

2
(pk + 1)− 2.

Comme x(δ(π)) = p + k−1
2

pk − 1 et k > 3, on a

−1 >
k − 1

2
− 1

−1 >
3− 1

2
− 1

−1 > 0,

une 
ontradi
tion. Don
 soit l'une des deux partitions est de type 1, soit con(Wq) = 1.

Dans les deux 
as pk = p1
k + p2

k. On a don


p +
k − 1

2
pk − 1 = x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 +

k − 1

2
p1

k − 1 + p2 +
k − 1

2
p2

k − 1

= p +
k − 1

2
pk − 1

Don
 π1 et π2 sont serrées pour x. En 
onséquen
e, on peut rempla
er l'équation in-

duite par π dans S(x), par 
elles induites par π1 et π2.

Supposons maintenant que k est pair. On montre que l'on ne peut pas avoir π1 et π2

de type k. En e�et, supposons le 
ontraire. Si k = 2 on a

p = x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 + p2 = p + 1

une 
ontradi
tion. Si k > 4, on a

p + (
k

2
− 1)pk = x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 + (

k

2
− 1)p1

k + p2 + (
k

2
− 1)p2

k

= (p + 1) + (
k

2
− 1)(pk + 1)

une 
ontradi
tion. Don
 π1 ou π2 est de type 1. Supposons par exemple que π1 est de

type 1. Ainsi pk = p2
k. On a don


p + (
k

2
− 1)pk = x(δ(π)) = x(δ(π1)) + x(δ(π2)) > p1 − 1 + p2 + (

k

2
− 1)p2

k

= p + (
k

2
− 1)pk
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Don
 π1 et π2 sont serrées pour x. On peut rempla
er l'équation induite par π dans

S(x), par 
elles induites par π1 et π2.

En utilisant les mêmes notations, nous avons 
omme 
onséquen
e immédiate du

lemme le 
orollaire suivant.

Corollaire 5.17. Si CPP(G1,r1) et CPP(G2,r2) sont entiers, alors CPP(G,r) est

également entier.

Spposons que G est dé
omposable par des sommets d'arti
ulation en G1,G2, . . . ,Gt,

ave
 t > 2. Soit ri , i = 1, . . . ,t, le type de 
onnexité asso
ié à Gi dé�ni de la même

manière que pour le lemme . Une 
onséquen
e dire
te de 
e 
orollaire est que, si

CPP(Gi,ri) est entier pour i ∈ {1, . . . ,t} alors CPP(G,r) est également entier.

5.5 CPP(G,r) dans les graphes série-parallèle sans toupie

Dans 
ette partie, nous montrons que le polytope du problème du sous-graphe (1,k)-

arête 
onnexe, k > 2, lorsque le graphe est série-parallèle et sans toupie, est dé
rit par

les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de SP-partition. Rappelons que les toupies

sont des graphes asso
iés à un ve
teur de type de 
onnexité parti
ulier. Soit Gk = (V,E)

ave
 V = {v0,v1,v2,v3,v4} et E tels que

� |[v0,vi]| = 1, pour i = 1,2,3,

� |[vi,v4]| = k, pour i = 1,2,3,

� il n'y a pas d'autres arêtes que les arêtes dans les fais
eaux [v0,vi] pour i = 1,2,3.

Soient r1
k = (1,k,k,k,1) et r2

k = (1,k,k,k,k) deux ve
teurs de type de 
onnexité. Alors

(G1
k,r

1
k) et (G2

k,r
2
k) sont les toupies pour la valeur k donnée.

Soient G = (V,E) un graphe et r ∈ {1,k}V un ve
teur type de 
onnexité asso
ié

à G. On dit que G a pour mineur une toupie, si on obtient (G1
k,r

1
k) et (G2

k,r
2
k) par


ontra
tion et/ou suppression d'arêtes. Au 
ontraire, un graphe est dit sans toupie s'il

n'a pas pour mineur de toupie.
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Avant tout, notons que dans le 
as parti
ulier où tous les sommets sont de type 1, ou

dans le 
as où tous les sommets sont de type k, la des
ription du polytope est 
onnue.

Ainsi, lorsque tous les sommets sont de type 1, le problème du sous-graphe (1,k)-arête


onnexe revient à 
her
her un arbre de poids minimum. Kruskal [64℄ a donné un algo-

rithme polynomial pour résoudre le problème de l'arbre 
ouvrant de poids minimum

et Fulkerson [39℄ a donné une des
ription 
omplète du polytope des arbres 
ouvrants.

On a par 
onséquent le théorème suivant.

Théorème 5.18 (Fulkerson[39℄). Si |I3| 6 1 alors CPP(G,r) est entier.

Didi Biha et Mahjoub [27℄ ont montré que dans la 
lasse des graphes série-parallèles,

lorsque le type de 
onnexité est uniforme et égal à k, k > 2, alors le polytope est

dé
rit par les 
ontraintes de SP-partition et les 
ontraintes triviales. De plus, lorsque

k est pair, les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de 
oupe (qui sont des 
ontraintes

de SP-partition parti
ulières) su�sent pour dé
rire le polytope. Ce résultat s'énon
e

également de la manière suivante.

Théorème 5.19 (Didi Biha, Mahjoub [27℄). Si G est série-parallèle et si |I1| = 0 alors

CPP(G,r) est entier.

On 
onsidère dans la suite, des graphes série-parallèles 
ontenant au moins un sommet

de type 1 et deux de type k.

Théorème 5.20. Soient G = (V,E) un graphe série-parallèle et r ∈ {1,k}V . Si G

n'admet ni (Gk,r
1
k), ni (Gk,r

2
k) 
omme mineur, alors CPP(G,r) est entier.

Preuve. Le théorème est vrai pour les graphes ayant au plus k + 1 arêtes 
ar on est

alors ramené à des 
as sur lesquels s'appliquent les théorèmes 5.18 et 5.19. On suppose

qu'il est vrai pour tous les graphes série-parallèles ayant au plus m arêtes, m > k + 1,

et n'ayant ni (Gk,r
1
k), ni (Gk,r

2
k) 
omme mineur.

Soient G = (V,E) et r ∈ {1,k}|V |
tels que |E| = m + 1 et G n'a ni (Gk,r

1
k) ni (Gk,r

2
k)


omme mineur. Supposons que CPP(G,r) n'est pas entier. Alors il existe un point ex-

trême fra
tionnaire x de CPP(G,r). On suppose que G et r sont tels que la 
ardinalité

de Ik est maximum. Cela signi�e que pour tout graphe G′
ayant m + 1 arêtes et un

ve
teur r′ ∈ {1,k}V tel que |I ′
k| > |Ik|, CPP(G′,r′) est entier. Parmi les points extrêmes

fra
tionnaires de CPP(G′,r′), on 
hoisit x de telle sorte que |E0(x) ∪E1(x)| soit maxi-

mum.
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Une 
onséquen
e dire
te de nos hypothèses est que x(e) > 0,∀e ∈ E.

Assertion 1. Toute variable a un 
oe�
ient non nul dans au moins deux équations de

S(x).

Preuve. Par la remarque 5.1, toute variable x(e), e ∈ E, apparaît dans au moins une

équation. Supposons qu'il en existe une qui apparaît dans une seule 
ontrainte. Soit

f ∈ [u,v] une telle arête. Soit S ′(x) le système obtenu à partir de S(x) en supprimant

les équations faisant intervenir des arêtes du fais
eau [u,v]. S ′(x) 
ontient exa
tement

|E| − |[u,v]| équations et S ′(x) est non singulier. Soit x′
la solution unique de S ′(x).

x′
est fra
tionnaire. Or le sous-graphe obtenu par la 
ontra
tion du fais
eau [u,v] ne


ontient pas de mineur égal à (Gk,r
1
k) ou (Gk,r

2
k). Cela 
ontredit l'hypothèse de ré
ur-

ren
e.

Assertion 2. G est 2-sommet 
onnexe.

Preuve. Si G n'est pas 2-sommet 
onnexe alors, 
omme G est 
onnexe, il se dé
ompose

par un sommet d'arti
ulation en deux sous-graphes G1 et G2. Il est 
lair que G1 et G2


ontiennent 
ha
un au plus m arêtes. Par 
ontre, 
omme CPP(G,r) n'est pas entier,

un des polytopes CPP(G1,rE(G2)) et CPP(G2,rE(G1)), n'est pas entier. Cela 
ontredit

l'hypothèse de ré
urren
e.

u

F1 F2

u1 u2

Fig. 5.4 � Sommet u adja
ent à u1 et u2

Soit u un sommet adja
ent à deux sommets exa
tement, disons u1 et u2. Notons

F1 = [u1,u] et F2 = [u2,u]. On suppose que

x(F1) > x(F2). (5.5)

Assertion 3. r(u) = k .
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Preuve. Supposons le 
ontraire, i.e. r(u) = 1. Montrons d'abord que x(F1) > 1.

Supposons le 
ontraire. Alors, on a également x(F2) < 1. Don
 |F1| = |F2| = 1.

Soient F1 = {f1 = (u,u1)} et F2 = {f2 = (u,u2)} ave
 f1 et f2 deux arêtes de

valeur fra
tionnaire. D'après la proposition 5.9, il existe une partition (V1, . . . ,Vp) de

P ∗
1 (x)∪P ∗

k (x) telle que |δ(V1, . . . ,Vp)∩{f1,f2}| = 1. Sans perte de généralité, on suppose

que f1 ∈ δ(V1, . . . ,Vp) et que u,u2 ∈ Vi pour i ∈ {1, . . . ,p}. Ainsi x[u,Vi\{u}] = x(f2) <

1 
e qui 
ontredit la proposition 5.3. Don
 x(F1) > 1.

Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition telle que F1 ⊆ δ(π) et π ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x). Sup-

posons sans perte de généralité que u ∈ V1 et u1 ∈ V2. Comme x(F1) > 1, d'après la

proposition 5.13, on peut supposer que π ∈ P ∗
k (x). D'après la même proposition, on

a alors r(V1) = r(V2) = k. Comme r(u) = 1, on en déduit que r(V1\{u}) = k. Cela

implique que F2 * δ(π), autrement dit u2 ∈ V1. En e�et, sinon, en déplaçant u dans

V1, on obtient une partition de type k violée par x.

Soit la partition π′ = (V1\{u},V2 ∪ {u},V3, . . . ,Vp). π′
est de type k. De plus, π′

a la

même 
ardinalité que π et le même nombre d'ensembles de type k. On a don


x(δ(π′)) = x(δ(π))− x(F1) + x(F2) > x(δ(π))

On en déduit que x(F2) > x(F1). Or, par hypothèse x(F1) > x(F2). Don
 x(F2) = x(F1)

et π′
est serrée.

Soient π1, . . . ,πt des partitions telles que F1 ⊆ δ(πa) et πa ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x), quel que

soit a ∈ {1, . . . ,t}. En appliquant la transformation introduite 
i-dessus pour π1, . . . ,πt,

on obtient des partitions π′
1, . . . ,π

′
t ∈ P ∗

k (x) telle que F2 ∈ δ(π′
a) et F1 /∈ δ(π′

a), pour

a = 1, . . . ,t.

Soit SF1
(x) le système obtenu à partir de S(x) en supprimant toutes les équations

induites par π1, . . . ,πt, ainsi que les équations x(e) = 1 pour les arêtes de E(x) ∩ F1

et en ajoutant les équations induites par π′
1, . . . ,π

′
t qui ne sont pas déjà dans S(x). La

restri
tion xF1
de x sur E\F1 appartient au polytope CPP(GF1

,rF1
). De plus (GF1

,rF1
)

n'admet 
omme mineur ni (Gk,r
1
k), ni (Gk,r

2
k). Comme (GF1

,rF1
) a stri
tement moins

de m + 1 arêtes par hypothèse de ré
urren
e, CPP(GF1
,rF1

) est entier. Comme xF1
est

fra
tionnaire., il n'est don
 pas un point extrême de CPP(GF1
,rF1

).

En 
onséquen
e SF1
(x) n'est pas un système non singulier. SF1

(x) dé
rit une fa
e

de dimension stri
tement supérieure à 1. Il existe don
 un point extrême entier de

CPP(GF1
,rF1

), disons y1, qui appartient également à la fa
e dé
rite par SF1
(x). y1 est
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di�érent de x. On peut maintenant 
onstruire une solution y pour (G,r) dé�nie telle

que

y(e) =y1(e) si e /∈ F1,

y(e) =1 si e ∈ F1 ∩E1(x),

y(F1) =y1(F2).

Notons que y est aussi solution de S(x) et est entier. Comme x est fra
tionnaire, 
ela


ontredit le fait que x est la solution unique de S(x).

Assertion 4. r(u2) = 1 .

Preuve. Supposons le 
ontraire, i.e. r(u2) = k. Soit π = (V1, . . . ,Vp) une partition telle

que F1 ⊆ δ(π) et π ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x). Comme x(F1) > 1, d'après la proposition 5.13,

π ∈ P ∗
k (x). Sans perte de généralité, on peut supposer que u ∈ V1 et u1 ∈ V2. D'après

la même proposition, on a en 
onséquen
e r(V1) = r(V2) = k.

On montre que x(F1) = x(F2). Supposons que x(F1) > x(F2). Comme x(δ(u)) =

x(F1) + x(F2) > k, don
 x(F1) > k/2. On distingue trois 
as.

Cas 1. u2 /∈ V1 ∪ V2. Dans le 
as où k est pair, 
omme π est serrée et r(u) = k =

r(u2), d'après la proposition 5.2 par rapport à la partition obtenue à partir de π en

faisant l'union de V1 et V2, on a x(F1) 6 k/2, une 
ontradi
tion. Dans le 
as où k est

impair, d'après 
ette même proposition, on a x(F1) 6 k+1
2
. Supposons que x(F1) = k+1

2
,

alors d'après la proposition 5.13.2, r(V \V1 ∪ V2)) = 1. Comme r(u2) = 1, 
'est une


ontradi
tion. Don
 x(F1) < k+1
2
. Soit π′ = (V1 ∪ V2,V3, . . . ,Vp). On a

x(δ(π′)) = x(δ(π))− x(F1)

< p +
k − 1

2
pk − 1−

k + 1

2

= (p− 1) +
k − 1

2
(pk − 1)− 1

Ce qui 
ontredit le fait que x ∈ CPP(G,r).

Cas 2. u2 ∈ V1 et p > 3. Soit π′ = (V1\{u},V2 ∪ {u},V3, . . . ,Vp). Comme r(V1\{u}) =

r(u2) = k = r(u) = r(V2 ∪ {u}), π′
de type k. Don
 on a

x(δ(π′)) = x(δ(π))− x(F1) + x(F2)

= β − x(F1) + x(F2)

< β
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où β est le se
ond membre de la 
ontrainte de SP-partition induite par π. Comme π et

π′
sont de même type, 
'est impossible.

Cas 3. u2 ∈ V2 et π est de 
ardinalité 2, 
'est-à-dire π = ({u},V \{u}). Comme

x(δ(π)) = k et x(F1) > x(F2), on a x(F1) > k
2
et 0 < x(F2) < k

2
. Si les arêtes de

F1 ∪ F2 sont toutes entières, alors l'équation asso
iée à π est redondante par rapport

aux équations x(e) = 1, e ∈ E1(x) ∩ (F1 ∪ F2). Cela 
ontredit le fait que S(x) est non

singulier. Don
 F1 ∪ F2 
ontient des arêtes fra
tionnaires. Comme x(δ(π)) est entier,

δ(π) doit 
ontenir au moins deux arêtes fra
tionnaires. De plus δ(π) = F1 ∪ F2, don


par la remarque 5.10, on a une arête fra
tionnaire dans F1 et une dans F2. Ces arêtes

n'apparaissent que dans 
ette équation. Cela 
ontredit l'assertion 1. Don
 x(F1) =

x(F2).

On 
onsidère la partition de départ π. On 
onsidère xF1
la restri
tion de x sur G\F1

et on 
onstruit le système SF1
(x) en supprimant de S(x) les équations dans lesquelles

interviennent les arêtes de F1. xF1
est solution de SF1

(x). Comme xF1
est fra
tionnaire,

on déduit que SF1
(x) est une fa
e de dimension au moins deux. Soit y1 un point extrême

solution de SF1
(x). Soit y tel que

y(e) = y1(e) si e /∈ F1,

y(e) = 1 si e ∈ F1 ∩ E1(x),

y(F1) = y1(F2).

Le point y est di�érent de x puisque sa proje
tion sur G\F1 est di�érente de 
elle de

x. Pourtant x et y sont solutions de S(x). Cela 
ontredit le fait que le système est non

singulier.

Assertion 5. La 
on�guration dans laquelle |F1| = k − 1 et |F2| = 1 est impossible.

La �gure 5.5 illustre 
ette 
on�guration.

u

u1 u2

Fig. 5.5 � Con�guration |F1| = k − 1 et |F2| = 1 pour k = 3
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Preuve. Supposons le 
ontraire. Comme r(u) = k, on a x(F1) = k − 1 et x(F2) = 1.

On note e2 l'arête de F2. Soit r∗dé�ni par

r∗(v) = r(v) pour tout v 6= u2,

r∗(v) = k si v = u2.

On montre que (G,r∗) ne 
ontient pas de toupie. Supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire

(G,r∗) 
ontient une toupie. Notons par (H,r∗H) 
ette toupie et soit (S1, . . . ,S5) la par-

tition de V qui l'induit. Sans perdre de généralité, on peut supposer que

1) S1 est de degré 3 et r(S1) = 1,

2) S2, S3, S4 sont de degré k − 1 et r(S2) = r(S3) = r(S4) = k,

3) S5 est de degré 3k.

La �gure 5.6 illustre 
ette partition. r∗(u2) = k don
 u2 ∈ Si pour un 
ertain i ∈

S2 S3 S4

S1

S5

Fig. 5.6 � Partition de (G,r∗) en toupie dans le 
as k = 3

{2, . . . ,5}. Si Si 
ontient d'autres sommets de type k alors (H,rH) est aussi un mineur

de (G,r), 
e qui 
ontredit l'hypothèse de ré
urren
e. Don
 les autres sommets de Si

sont de type 1. Don
 u n'appartient pas à Si. Soit Sj l'ensemble 
ontenant u. Comme

r(u) = k et r(S1) = k, on en déduit que j 6= 1. On a u1 ∈ Sj . En e�et, G(Sj) est 
onnexe

et si u1 /∈ Sj, 
ela signi�e que Sj = {u}. Or {u} est de degré k et St, t = 2, . . . ,5 sont

de degré supérieur ou égal à k + 1. Si i = 5, 
ela veut dire que (H,r∗H) = (Gk,r
2
k). Dans


e 
as, on a (H,rH) = (Gk,r
1
k) 
e qui 
ontredit le fait que G ne 
ontient pas de toupie


omme mineur. Don
 i 6= 5. Supposons que j = 5. Soit π′ = (S ′
1, . . . ,S

′
5) la partition
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dé�nie par

S ′
i =Si ∪ {u},

S ′
5 =S5\{u},

S ′
k =Sk k ∈ {1, . . . ,4}, k 6= i.

On a (π′,r∗) = (Gk,r
2
k) et don
 (π′,r) est égal à (Gk,r

1
k) ou (Gk,r

2
k), une 
ontradi
tion.

En 
onséquen
e, (G,r∗) ne 
ontient pas de toupie.

On montre maintenant que x est un point extrême de CPP(G,r∗). Pour 
e faire,

on montre que toute équation de S(x) reste véri�ée par x par rapport à r∗. Soit

π = (V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x)∪P ∗

k (x). Si u et u2 sont dans le même ensemble de la partition

alors π est également serrée pour x par rapport à r∗. Supposons que u et u2 sont dans

deux ensembles di�érents, disons u ∈ V1 et u2 ∈ V2. On remarque que π ne peut pas

être une 
oupe de type 1. En e�et, 
ela signi�erait que δ(V1,V2) = {e2} 
ar il n'y a

pas d'arête de valeur nulle. Or 
ela induit un graphe qui n'est pas 2-sommet 
onnexe,


e qui 
ontredit l'assertion 2. Don
 si π est une 
oupe, 
'est une 
oupe de type k. Et

don
 π est aussi serrée par x par rapport à r∗. Si π est de 
ardinalité > 3, alors par

la proposition 5.13, on sait que l'on a pu 
hoisir S(x) tel que π véri�e r(V1) = k et

r(V2) = k. π est don
 également serrée par x par rapport à r∗.

Don
 toutes les équations de S(x) sont véri�ées par x par rapport à r∗. S(x) est un

système d'équations non singulier de CPP(G,r∗). Comme G a plus de sommets de type

k par rapport à r∗, par l'hypothèse de ré
urren
e il s'ensuit que CPP(G,r∗) est entier.

Comme x est fra
tionnaire, on a une 
ontradi
tion.

Assertion 6. x(F1) < k.

Preuve. D'après la proposition 5.15, si x(F1) > k alors les variables x(e), e ∈ F1,

n'apparaissent que dans une équation induite par E0(x) ∪ E1(x). Don
 
ha
une de


es variables n'apparaîtrait que dans une équation de type x(e) = 1, 
e qui 
ontredit

l'assertion 1.

Assertion 7. Si x(F2) > ⌊k
2
⌋, alors S(x) peut être 
hoisi de telle manière que S(x)

ne 
ontient pas équation provenant d'une 
ontrainte de SP-partition induite par une

partition de 
ardinalité supérieure à 3 et dont la multi
oupe 
ontient F1 et F2.

Preuve. Comme x(F1) > ⌈k
2
⌉, par la proposition 5.13.2, S(x) peut être 
hoisi de telle

manière que quelle que soit π ∈ P ∗
k (x) telle que [u,u1] ∈ δ(π), disons u ∈ V1 et u1 ∈ V2,
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alors r(V \(V1 ∪ V2)) = 1. De plus, 
omme x(F2) > 1, par la proposition 5.13.1.1 on

peut 
hoisir S(x) telle que les partitions π ∈ P ∗
k (x) telles que [u,u2] ∈ δ(π), disons

u ∈ Vi et u2 ∈ Vj, i,j ∈ {1, . . . ,p}, véri�ent r(Vi) = r(Vj) = k. Don
 on ne peut avoir à

la fois F1 et F2 dans une partition de S(x) sinon 
omme Vj ⊂ V \(V1 ∪ V2), on aurait

r(V \(V1 ∪ V2)) 6= 1.

u1
u2

F2

F ′
1

u′

F ′
2

G2

F1

u

Fig. 5.7 � Graphe G dé
omposé en G1 et G2

Par les assertions pré
édentes, on déduit que les 
haînes sont 
onstituées, à l'ex-


eption des extrémités, uniquement de sommets de type k. De plus, étant donnée la


on�guration, 
'est-à-dire le fait que 
haque sommet adja
ent à deux sommets exa
te-

ment, est adja
ent à au moins un sommet de type 1, il ne peut y avoir au plus dans

une 
haîne que quatre sommets.

Comme G est série-parallèle et 2-sommet 
onnexe, il existe un ensemble {v1,v2} tel

que G = (V,E) se dé
ompose en deux graphes G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2) ave


{v1,v2} = V1 ∩ V2 et G1 est un 
y
le. Soient L1 et L2 deux 
hemins de G1 n'ayant en


ommun que les sommets v1 et v2. Dès que |V | > 3, une telle dé
omposition existe

ave
 |V1| > 3. D'après 
e qui pré
ède, tous les sommets de L1 et L2 sont de type k

et 
es 
hemins 
ontiennent au plus 2 sommets internes 
ha
un. Pour le reste de la

preuve, nous supposerons que L1 et L2 n'ont qu'un seul sommet interne. Les autres


on�gurations peuvent être traitées en utilisant les même arguments.
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Ainsi L1 a uniquement un n÷ud interne que l'on note u et on note par F1 (resp. F2)

l'ensemble d'arêtes entre u et u1 (resp. u et u2). La 
haîne L2 a également un n÷ud

interne qu'on note u′
. On suppose sans perte de généralité que |δ(u)| 6 |δ(u′)|. On

notera également F ′
1 le fais
eau d'arêtes entre u′

et u1 et F ′
2 
elui entre u′

et u2. La

�gure 5.7 illustre 
es nouvelles notations.

Assertion 8. |F2| = 1

Preuve. La preuve est similaire à 
elle de l'assertion 5.

Assertion 9. x(F2) < 1 .

Preuve. Supposons le 
ontraire. Par l'assertion 8, x(F2) = 1. Soit f2 l'arête 
onstituant

le fais
eau F2. D'abord, remarquons que x(F1) > k − 1. En e�et, on a |F2| = 1 et

d'après l'assertion 5, |F1| 6= k − 1, don
 |F1| > k. Comme x(e) > 0 pour tout e ∈ E

et F1 
ontient au maximum une arête fra
tionnaire, on a x(F1) > k − 1. Soit π =

(V1, . . . ,Vp) ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) tel que F1 ⊂ δ(π), disons u1 ∈ V1 et u ∈ V2. Une telle

partition existe puisque par l'assertion 1, tous les x(e) apparaissent au moins dans deux

équations de S(x), don
 dans au moins une 
ontrainte de SP-partition.

On peut 
hoisir S(x) de telle façon que quelle que soit π ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) telle que

F1 ∈ δ(π), on ait F2 * δ(π). En e�et, supposons que F1 et F2 appartiennent à la même

multi
oupe δ(π), pour une partition π de S(x). Si p = 2, alors x(δ(π)) = x(F1)+x(F2) >

k − 1 + 1 = k, une 
ontradi
tion. Supposons que p > 3. Par la proprosition 5.13.2, on

peut 
hoisir S(x) tel que r(V \(V1 ∪ V2)) = 1. Soit π′
la partition obtenue en mettant

V1 et V2 ensemble. On a alors

x(δ(π′)) = x(δ(π))− x[V1,V2]

<





(p + (k

2
− 1)pk)− (k − 1) si k est pair

(p + k−1
2

pk − 1)− (k − 1) si k est impair

=





p + (k

2
− 1)2− k + 1 si k est pair

p + k−1
2

2− 1− k + 1 si k est impair

= p− 1.

Ce qui 
ontredit le fait que x est une solution.

Soit π1 ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) tel que F1 ⊂ δ(π1) et F2 * δ(π1). D'après la proposition
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5.13.2, π1 ∈ P ∗
k (x). D'après la proposition 5.14, on peut numéroter les ensembles de

π1
de telle manière que u1 ∈ V2 et u et u2 ∈ V1. D'après l'assertion 1, x(f2) apparaît

au moins dans deux équations de S(x). Don
 il doit apparaître au moins une fois dans

une équation induite par une partition. Soit π2 = (W1, . . . ,Wq) une partition de S(x)

telle que f2 ∈ δ(W1, . . . ,Wq).

On montre que S(x) peut être 
hoisi tel que q > 3. Supposons le 
ontraire, i.e. q = 2

W2W1

u2u1

u

V2

V1

Fig. 5.8 � 
as où π2 = (W1,W2)

(
f �gure 5.8). On montre que con(W1) = k. Supposons que con(W1) = 1. D'après

l'assertion 1, 
haque variable apparaît dans au moins deux équations de S(x). On peut


hoisir S(x) de telle manière que x(f2) apparaisse une fois dans les 
ontraintes triviales

et une fois dans une 
ontrainte de SP-partition. Si 
ette 
ontrainte est une 
ontrainte

de 
oupe de type 1, 
ela signi�e que

x(W1,W2) = x(f2) +
∑

e∈[W1,W2]\{f2}

x(e) = 1,

et don


∑
e∈[W1,W2]\{f2}

x(e) = 0. Comme on n'a pas d'arête à 0, la 
ontrainte x(δ(W1)) =

1 s'é
rit x(f2) = 1. La 
ontrainte x(δ(W1)) > 1 est don
 redondante par rapport aux


ontraintes triviales. Don
 f2 apparaît également dans une 
ontrainte de SP-partition

de type k.

On a don
 con(W1) = con(W2) = k. On a supposé que x(F1) > x(F2) et 
omme

r(u) = k, on sait que x[u,u1] > ⌈k
2
⌉. Don
 d'après 5.13.2, r(V \(V1 ∪ V2)) = 1. Don


con(V1\{u}) = k puisque W2 
ontient les sommets de V1\{u} et r((V \(V1∪V2))∩W1) =

1. Autrement dit, les sommets de type k de W2 sont dans V1\{u}. Comme π1 ∈ S(x)

et x[u,u1] > ⌈k
2
⌉, on en déduit par la proposition 5.13 que r(V2) = k. La partition
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π′ = (V2 ∪ {u},V1\{u},V3, . . . ,Vp) est don
 de type k. On note p′ et p′k respe
tivement

la 
ardinalité de π′
et le nombre d'éléments de π′

de 
onnexité k. On a

x(δ(π′)) = x(δ(π1))− x(F1) + x(F2)

Comme p′ = p, pk = 2 = p′k et k− 1 6 x(F1) < k, on obtient x(δ(π′)) 6 x(δ(π))− (k−

1) + 1. Or −k < −2. Don
 x(δ(π′)) < x(δ(π)). C'est impossible.

Don
 q > 3. Soit l le nombre d'ensembles de π2
interse
tant V2. u1 ∈ V2 ∩W1, don


V2∩W1 6= ∅. On montre que V2∩W2 6= ∅. En e�et, soit π′ = (V1\{u},V2∪{u},V3, . . . ,Vp).

On a

x(δ(π′)) =x(δ(π1))− x(F1) + x(F2)

=





p + k−1

2
pk − 1− k + 2 si k est pair

p + (k
2
− 1)pk − k + 2 si k est impair

=





p + k−1

2
2− 1− k + 2 si k est pair

p + (k
2
− 1)2− k + 2 si k est impair

=





p si k est pair

p si k est impair

La seule possibilité est que π′
est de type 1. Don
 les sommets de type k sont tous

dans V2 ∪ {u}. La partition π2 est de type k. On a, d'après la proposition 5.13.1.1,

con(W1) = con(W2) = k. Don
 les sommets de W2 de type k sont aussi dans V2, et ainsi

W2 ∩ V2 6= ∅. On numérote les ensembles de π2
de sorte que W1, . . . ,Wl interse
tent

V2, et Wl+1, . . . ,Wq ne l'interse
tent pas. Soit (U1, . . . ,Ul) la partition de V2 dé�nie

par Ui = Wi ∩ V2, pour tout i 6 l. La �gure 5.9 dé
rit 
ette 
on�guration. On sait

que r(U1) = r(U2) = k. Don
 (U1, . . . ,Ul) est de type k. Soit W = {u}. Soit pj
k =

max(|{con(V t
j ) = k, t = 1, . . . ,q}| − 1, 0). En appliquant la proposition 5.5, on obtient

x[U1, . . . ,Ul] >





l − 1 + (k

2
− 1)(pj

k − 1) + x(F1)− x(F2) si k est pair,

l − 1 + k−1
2

(pj
k − 1) + x(F1)− x(F2) si k est impair.

On a pj
k = qk − 1 
ar tous les sommets de type k sont dans V2 ∪ {u}. On a ainsi

x[U1, . . . ,Ul] >





l − 1 + (k

2
− 1)(qk − 2) + x(F1)− x(F2) si k est pair,

l − 1 + k−1
2

(qk − 2) + x(F1)− x(F2) si k est impair.

(5.6)



126 Polytope des sous-graphes (1,k)-arête 
onnexes

U2

U1U4

U3

W

u1 u2

u

V3

V1
V2

Fig. 5.9 � Partition (U1, . . . ,Ul) de V2

Comme F2 /∈ δ(U1, . . . ,Ul),

x[U1, . . . ,Ul] 6 x(δ(W1, . . . ,Wq))− x(F2)

6





q + (k

2
− 1)qk − x(F2) si k est pair,

q + k−1
2

qk − 1− x(F2) si k est impair.

Si q = l, alors

q − 1 + (
k

2
− 1)(qk − 2) + x(F1)− x(F2) 6 q + (

k

2
− 1)qk − x(F2) si k est pair,

q − 1 +
k − 1

2
(qk − 2) + x(F1)− x(F2) 6 q +

k − 1

2
qk − 1− x(F2) si k est impair.

D'où x(F1) 6 k − 1, une 
ontradi
tion.

Supposons maintenant que l < q. Considérons la partition (Z1, . . . ,Zq−l+1) dé�nie par

Z1 =

l⋃

i=1

Wi,

Zi = Wi+l−1 pour i = 2, . . . ,q − l + 1.
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Comme les sommets de type k sont dans V2 ∪ {u} ⊂ Z1, il s'ensuit que la partition

(Z1, . . . ,Zq−l+1) est de type 1. Comme F2 ⊆ E(Z1) et les arêtes de F2 n'appartiennent

pas à δ(U1, . . . ,Ul), on a

x(δ(Z1, . . . ,Zq−l+1)) = x(δ(W1, . . . ,Wq))− x[U1, . . . ,Ul]− x(F2)

6





(q + (k

2
− 1)qk − x[U1, . . . ,Uk]− x(F2) si k est pair,

(q + k−1
2

qk − 1)− x[U1, . . . ,Ul]− x(F2) si k est impair.

Or x(δ(Z1, . . . ,Zq−l+1)) > (q − l + 1)− 1, 
ar la partition (Z1, . . . ,Zq−l+1) est de type

1. On a don


q + (
k

2
− 1)qk − x[U1, . . . ,Uk]− x(F2) > (q − l + 1)− 1

x[U1, . . . ,Uk] 6 (
k

2
− 1)qk + l − x(F2),

dans le 
as où k est pair et sinon on a

(q +
k − 1

2
qk − 1)− x[U1, . . . ,Ul]− x(F2) > (q − l + 1)− 1

x[U1, . . . ,Ul] 6
k − 1

2
qk − 1 + l − x(F2).

Par transitivité, et en 
onsidérant l'inégalité (5.6), on obtient

(
k

2
− 1)qk + l − x(F2) > l − 1 + (

k

2
− 1)(qk − 2) + x(F1)− x(F2) si k est pair,

k − 1

2
qk − 1 + l − x(F2) > l − 1 +

k − 1

2
(qk − 1) + x(F1)− x(F2) si k est impair.

D'où

k − 2 > x(F1) si k est pair,

k − 1

2
> x(F1) si k est impair.

Comme x(F1) > k − 1, on obtient une 
ontradi
tion.

Par l'assertions 6, x(F1) < k, par l'assertion 9, x(F2) < 1. Or r(u) = k. On en dé-

duit que F1 est 
onstitué d'exa
tement k arêtes et F2, d'exa
tement une arête. Cette

dernière sera notée f2. Elle est fra
tionnaire. De plus, une des arêtes de F1 est fra
tion-

naire. On la note f1.

Assertion 10. L2 
ontient un sommet interne.
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Preuve. On montre que si L2 ne 
ontient pas de sommet interne, i.e. si L2 est un

fais
eau d'arêtes entre u1 et u2, alors on a une 
ontradi
tion ave
 le fait que x est un

point extrême. Supposons que L2 ne 
ontient pas de sommet, 
'est-à-dire L2 est un

fais
eau d'arête(s). Notons 
e fais
eau par F0. On remarque que si F1 intervient dans

une partition de 
ardinalité supérieure ou égale à 3, disons (V1, . . . ,Vp) ave
 F1 ⊆ [V1,V2],

alors, par la proposition 5.13, on a r(V1) = r(V2) = k. Or, par la proposition 5.2, on sait

que x[V1,V2] 6 ⌈k
2
⌉. D'autre part, x(F1) > k − 1. De plus, dès que k > 2, k − 1 > ⌈k

2
⌉.

Don
 x[V1,V2] > x(F1) > ⌈k
2
⌉, une 
ontradi
tion. Don
 il n'existe pas de partition de

P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) faisant intervenir F1 qui soit de 
ardinalité supérieure ou égale à 3.

Comme x(f1) est fra
tionnaire, la variable apparaît dans S(x) dans deux 
ontraintes

de 
oupe, don
 il existe au moins une 
ontrainte de 
oupe faisant intervenir F1 et F0.

On en déduit que x(F0) 6 k − x(F1). Don
 x(F0) < 1. On note f0 l'arête fra
tionnaire

qui 
onstitue F0. La �gure 5.10 illustre 
e 
as.

Supposons que la 
oupe ({u},V \{u}) est serrée. Don
 x(f1) = x(f2). Soit (W,V \W )

u

u1 u2

f0

e1
f2

ē1 f1

Fig. 5.10 � Cas ou L2 est un fais
eau d'arête dans le 
as k = 3

une 
oupe serrée telle que F1 ∈ δ(W ) et u ∈W . x(δ(W\{u})) = k−x(F1)+x(F2) = 1.

Don
 (W\{u},(V \W ) ∪ {u}) est une 
oupe serrée de type 1, 
ar x est une solution

valide. Chaque 
oupe (Wt,V \Wt) de S(x) dans laquelle intervient F1 peut don
 être

rempla
ée par une 
oupe (Wt\{u},(V \Wt) ∪ {u}). On obtient un système équivalent.

Pourtant, x(f1) apparaît au plus une fois. Cela 
ontredit l'assertion 1.

Don
 ({u},V \{u}) n'est pas serré. Soit y dé�ni par

y(e) =






x(e) pour tout e ∈ E\{f0,f1,f2}

x(f1) + ǫ si e = f1

x(f2) + ǫ si e = f2

x(f0)− ǫ si e = f0

ave
 ǫ = min(x(f0),1 − x(f1),1 − x(f2)). On voit que y(π) > x(π) quel que soit π.

Don
 y appartient à CPP(G,r). De plus, y est solution de S(x). En e�et, toutes les
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ontraintes de SP-partition faisant intervenir F1 sont des 
ontraintes de 
oupe qui font

intervenir F0 et ne font pas intervenir F2. Quant aux 
ontraintes de SP-partition faisant

intervenir F2 elles font né
essairement intervenir F0. En�n, étant donné le graphe, les


ontraintes de SP-partition faisant intervenir F0 font intervenir né
essairement soit F1,

soit F2. Ainsi y est également solution de S(x). Ce qui 
ontredit le fait que x est un

point extrême.

u1 u2

F2

G2

u′

u

V 0

3

V 0

p

V 0

1

V 0

2

Fig. 5.11 � Partition π0

Soit π0 = (V 0
1 , . . . ,V 0

p ) ∈ P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x) tel que p > 3 et F1 ∈ δ(π). Cette partition

existe. En e�et, 
omme F1 
ontient une arête fra
tionnaire, et que, d'après l'assertion 1,


haque variable apparaît deux fois, x(f1) apparaît au moins une fois dans une 
ontrainte

de SP-partition di�érente de ({u},V \{u}). De plus, d'après la proposition 5.3, si π0

est tel que un V 0
i , i ∈ {1, . . . ,p}, 
ontient u et u2, alors x[{u},V 0

i \{u}] = x(f2) < 1,


ela 
ontredit la proposition 5.3. Don
 π0 est de 
ardinalité supérieure ou égale à 3. La

partition π0 est de type k. La �gure 5.11 illustre 
ette partition. On note pk le nombre

d'ensembles de π0 de type k. On note également

β0 =





p + k−1

2
pk − 1 si k impair,

p + (k
2
− 1)pk si k pair.
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Assertion 11. |F ′
2| = 1

Preuve. Supposons que |F ′
2| > 2. D'après la proposition 5.14, on sait que u, u1 et u2

appartiennent à trois ensembles di�érents de la partition π0. Supposons que u ∈ V 0
1

, u1 ∈ V 0
2 et u2 ∈ V 0

3 . Comme x(F1) > ⌈k
2
⌉, on déduit de la proposition 5.13 que

r(V 0
3 ) = 1. x(F ′

2) > 1 don
 si F ′
2 ⊆ δ(π), d'après la proposition 5.13, le type de 
onnex-

ité des ensembles de la partition qui sont aux extrémités de F ′
2 est k. Cela 
ontredit

le fait que r(V 0
3 ) = 1. Don
 F ′

2 * δ(π). Ainsi u′ ∈ V 0
3 . Par ailleurs r(u′) = k. Cela


ontredit le fait que r(V \(V 0
1 ∪ V 0

2 )) = 1.

On note f ′
2 l'arête 
onstituant F ′

2 et f ′
1 l'arête non né
essairement entière dans le fais-


eau F ′
1. Pour F ⊆ E et x une solution de CPP(G,r), on note P (x,F ) l'ensemble des

partitions π d'au moins 3 ensembles, appartenant à P ∗
1 (x)∪P ∗

k (x) et telles que F ⊆ δ(π).

Assertion 12. le système S(x) peut être 
hoisi de telle sorte que P (x,F1) = {π0}.

Preuve. Considérons π0 = (V 0
1 , . . . ,V 0

p ) la partition dé�nie pré
édement. Soit π′
0 =

(V 0
1 ∪ V 0

2 \{u
′},{u′},V 0

3 , . . . ,V 0
p ). On montre que x(F1) = x(F ′

1). On a

x(δ(π′
0)) = x(δ(π0)) + x(F ′

1)− x(F1)

= β0 + x(F ′
1)− x(F1).

Comme π′
0 a la même 
ardinalité et le même nombre d'ensembles de type k que π0, on a

x(δ(π′
0)) > β0. Don
 x(F ′

1) > x(F1). De même il existe une partition de P ∗
1 (x) ∪ P ∗

k (x)

faisant intervenir F ′
1. Par le même raisonnement, on obtient x(F1) > x(F ′

1). Don


x(F1) = x(F ′
1) et x(f1) = x(f ′

1).

On a don
 x(δ(π′
0)) = x(δ(π0)). Quelque soit la partition πs de P (x,F1), on peut 
on-

struire une partition π′
s de la même façon (
'est-à-dire en faisant l'union des ensembles


ontenant u et u' et en ex
luant {u′} pour en faire un ensemble de la partition). On

obtient pour toutes les πs ∈ P (x,F1), l'égalité x(δ(πs)) = x(δ(π′
s)). On rempla
e dans

S(x) toutes les équations relatives aux partitions πs ∈ P ∗
1 (x)∪P ∗

k (x)\{π0} par les par-

titions π′
s. Le système obtenu reste non singulier et x reste l'unique solution de S(x) .

Ainsi le système S(x) peut être 
hoisi de telle sorte que P (x,F1) = {π0}.

Assertion 13.

x(f1) = x(f2) = x(f ′
1) = x(f ′

2) =
1

2



5.5 CPP(G,r) dans les graphes série-parallèle sans toupie 131

Preuve. On montre que x(δ(u)) = x(δ(u′)) = k. D'après l'assertion 12, le système S(x)

peut être 
hoisi de telle sorte que P (x,F1) = {π0} et puisque x(f1) est fra
tionnaire et

qu'il faut au moins deux équations dans S(x) pour 
haque variable, 
ela impose que

x(δ(u)) = k soit également dans S(x). En faisant le même raisonnement pour F ′
1, on

obtient x(δ(u′)) = k.

Maintenant on montre que x(f2) + x(f ′
2) = 1. Supposons que x(f2) + x(f ′

2) > 1

(le raisonnement est similaire pour x(f2) + x(f ′
2) < 1). D'après la proposition 5.1,

CPP(G\F1) est entier. Soit x1 la restri
tion de x sur E\F1. Le point x1 est fra
tionnaire.

Don
 
e n'est pas un point extrême. Il existe t points extrêmes xi
, pour i = 1, . . . ,t,

tels que x1 =
∑

i λix
i
ave
 λi > 0 et

∑
i λi = 1.

Les xi sont solutions de SF1
(x). Comme x1(f2) + x1(f

′
2) > 1, il existe une solution xi0

telle que xi0(f2) + xi0(f ′
2) > 1. Comme xi0

est entier, on a xi0(f2) = xi0(f ′
2) = 1. Soit

y(e) =






1 pour e ∈ {e1,ē1}

0 si e = f1

xi0(e) pour e ∈ E\{f0,f2}

Ainsi d'une part y est solution de SF1
(x) et d'autre part, y véri�e les équations

y(e1) = 1, y(δ(u)) = k et y(δ(π0)) = β0, qui sont exa
tement les équations qui man-

quent à SF1
(x) pour donner S(x). Don
 y est solution de S(x). Or y 6= x. Cela 
ontredit

le fait que x est la solution unique de S(x).

On note pour le reste de la preuve, W = V \{u,u′,u1,u2}.

Assertion 14. Les deux propriétés suivantes sont vraies.

1) r(W ) = k,

2) |[u1,S]| > k et |[u2,S]| > 1, pour tout S ⊆W tel que S est 
onnexe et r(S) = k.

Preuve. (1). Supposons que les sommets de type k sont in
lus dans {u,u′,u1}. On 
on-

struit le graphe G∗ = (V ∗,E∗) à partir de G en 
ontra
tant u,u′
et u1 et en supprimant

f2. On appelle w le sommet obtenu par la 
ontra
tion. On dé�nit r∗, le ve
teur de


onnexité de G∗
, par r∗(v) = 1 pour tout v ∈ V ∗

. On montre que la restri
tion de x sur

G∗
, que l'on note x∗

, appartient à CPP(G∗,r∗). Soit π∗ = (V ∗
1 , . . . ,V ∗

p ) une partition

de V ∗
. On suppose par exemple que w ∈ V ∗

1 . Soit π = (U1, . . . ,Up) la partition de G
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dé�nie par

U1 = V ∗
1 \{w} ∪ {u1,u2,u},

Ui = V ∗
i pour i = 2, . . . ,p.

Si f ′
2 /∈ δ(π∗), alors x∗(δ(π∗)) = x(δ(π)) > p − 1 = p∗ − 1. La 
ontrainte de SP-

partition induite par π∗
est véri�ée par x∗

. Supposons maintenant que f ′
2 ∈ δ(π∗). Soit

π′ = (U1\{u},{u},U2, . . . ,Up). La partition π′
est de type k. Si k est impair, on a

x∗(δ(π∗)) = x(δ(π′))− x(δ(u))

> p′ +
k − 1

2
p′k − 1− k

> (p∗ + 1) +
k − 1

2
2− 1− k

> p∗ − 1,

où p′ est la 
ardinalité de π′
et p′k est le nombre d'ensembles de type k de π′

. Si k est

pair, on a

x∗(δ(π∗)) = x(δ(π′))− x(δ(u))

> p′ + (
k

2
− 1)p′k − k

> (p∗ + 1) + (
k

2
− 1)2− k

> p∗ − 1.

Ainsi la 
ontrainte de SP-partition induite par π∗
est véri�ée par x∗

. Ce
i est vrai pour

toute partition π∗
de G∗

, don
 x∗ ∈ CPP(G∗,r∗).

D'après la proposition 5.12, on peut 
hoisir S(x) tel que P ∗
1 (x) = ∅. De plus, d'après

l'assertion 12, on peut 
hoisir S(x) tel que P (x,F1) = {π0}. Soit π∗
0 = (U∗

1 , . . . ,U∗
p∗) la

partition de V ∗
telle que

U∗
1 = (V 0

2 \{u
′,u1}) ∪ {w},

U∗
i = V 0

i+1 pour i = 2, . . . ,p− 1.

Remarquons que la 
ardinalité p∗ de π∗
0 est p∗ = p − 1. On a x(δ(π∗

0)) = p − 2 =

p∗ − 1. Notons par Q∗(F ′
1) l'ensemble des partitions obtenues à partir des partitions

π1 ∈ P (x,F ′
1) en otant u1 de l'ensemble 
ontenant 
e sommet dans π1 (à l'instar de la

partition π∗
0 obtenue à partir de π0).
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Soit π′
1 ∈ Q∗(F ′

1). On a

x∗(δ(π′
1)) = x(δ(π1)) + x(δ(u))

= p′1 − 1

Par 
onséquent, x∗
est solution de

S(x∗) =





x(e) = 1 pour tout e ∈ E1(x)\(E1(x) ∩ (F1 ∪ F ′

1)),

x(δ(π′
1)) = p′1 − 1 pour tout π′

1 ∈ Q∗(F ′
1).

x∗
est fra
tionnaire. D'après l'hypothèse de ré
uren
e, CPP(G∗,r∗) est entier, don
 x∗

n'est pas un point extrême. Par 
on
équent, il existe des points extrêmes dont x est une


ombinaison 
onvexe. Comme, d'après l'assertion 13, x(f ′
2) = 1/2, il en existe au moins

un, disons y∗
, tel que y∗(f ′

2) > 0. Comme y∗
est entier, on en déduit que y∗(f ′

2) = 1.

Soit ȳ dé�ni par

ȳ(e) =






y∗(e) pour tout e ∈ E\(δ(u) ∪ F ′
1),

1 pour tout e ∈ (E1(x) ∩ (F1 ∪ F ′
1)) ∪ {f2},

0 pour tout e ∈ {f1,f
′
1}.

On a ȳ(δ(u)) = k, ȳ(δ(u′)) = k, ȳ(δ(π0)) = β0, don
 y est une solution de S(x).

(2). D'abord on montre |[u1,S]| > 1 (le raisonnement est le même pour |[u2,S]| > 1).

Supposons le 
ontraire, 
'est-à-dire |[u1,S]| = ∅ . u2 est alors un sommet d'arti
ulation,


e qui 
ontredit l'assertion 2. Don
 |[u1,S]| > 1 et |[u2,S]| > 1.

On montre maintenant que |[u1,S]| > k. Supposons le 
ontraire 
'est-à-dire que

1 6 |[u1,S]| 6 k− 1. Considérons la partition π0 = (V 0
1 , . . . ,V 0

p ) dé�nie pré
édemment.

Comme r(V \(V 0
1 ∪ V 0

2 )) = 1, et que r(S) = k, au moins une partie des sommets de S

est dans V 0
2 . Soit S0 = S ∩ V 0

2 . Comme |[u1,S]| 6 ⌈k
2
⌉, on a x([u1,S]) 6 ⌈k

2
⌉. La �gure

5.12 illustre la partition π0 ave
 l'ensemble S.

Considérons la partition (S0,(V 0
2 \S

0) ∪ {u},V 0
3 , . . . ,Vp). Cette partition est de type

k ave
 la même 
ardinalité et le même nombre d'ensembles de type k que la partition

π0. Cependant on a

x(δ(S0,(V 0
2 \S

0) ∪ {u},V 0
3 , . . . ,Vp)) = x(δ(π0))− x(F1) + x([S0,u1])

6 β0 − (k − 1/2) + (k − 1)

= β0 − 1/2.
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u1
u2

F2

F ′
1

u′

F ′
2

F1

u

G2

S

V 0

1

V 0

2

Fig. 5.12 � Partition π0 et ensemble S

Cela 
ontredit le fait que x est une solution de CPP(G,r). Ainsi |[S,u1|] > k.

En 
ontra
tant les arêtes de G2, on obtient une toupie, une 
ontradi
tion. Ce
i ter-

mine la preuve du théorème.

Ainsi on a montré qu'il n'existe pas de point exrême fra
tionnaire dans le polytope

CPP(G,r). Autrement dit pour les graphes (G,r) série-parallèles et sans toupie, le poly-

tope SNDP(G,r) est entièrement dé
rit par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes

de SP-partition. Didi Biha et al. [26℄ ont montré que dans le 
as où k = 2, le poly-

tope est dé
rit par les 
ontraintes triviales et les 
ontraintes de partition. Comme les


ontraintes de SP-partition et les 
ontraintes de partition sont identiques dans le 
as

où r ∈ {1,2}V , on en 
on
lut que pour les graphes série-parallèles et sans toupie, le

polytope des sous-graphes {1,k}-arête 
onnexes, k > 2, est entièrement dé
rit par les


ontraintes triviales et les 
ontraintes de SP-partition.
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5.6 Nouvelles fa
ettes pour le polytope SNDP(G,r)

Dans 
ette partie, nous présentons une nouvelle famille d'inégalités dé�nissant des

fa
ettes pour le polytope SNDP(G,r). Ces inégalités ont été introduites par Didi Biha

et al. [26℄, lorsque r ∈ {1,2}V . Nous les généralisons i
i pour le 
as où r ∈ {1,k}V , k > 2.

Étant donnés un graphe G quel
onque et un ve
teur type de 
onnexité r ∈ {1,k}V ,

k > 2, soit (V1,V1, . . . ,Vt,Vt+1) une partition de V telle que t > 2 et

1) r(V0) = 1

2) r(Vi) = k pour i = 1,2, . . . ,t

3) [Vi,Vj ] = ∅ pour i = 1,2, . . . ,t− 1, et j = i + 1, . . . ,t.

L'inégalité

x(δ(V0,V1, . . . ,Vt,Vt+1)) + x(δ(V0)) > kt + 2 (5.7)

est appelée inégalité de toupie.

Théorème 5.21. L'inégalité (5.7) est valide pour le polytope SNDP(G,r).

Preuve. Soient H = (V,F ) une solution et xF
son ve
teur d'in
iden
e. On distingue

deux 
as selon que le nombre d'arêtes de F in
identes à V0 est égal à 1 ou supérieur

ou égal à 2. Posons I0 = {i0 | [V0,Vi0] ∩ F 6= ∅}.

Cas 1: |I0| = 1, disons I0 = {i0}. Puisque H véri�e les 
ontraintes de 
oupes, on a

xF (δ(Vi)) > k, pour i 6= i0, 1 6 i 6 t (5.8)

xF (δ(Vi0 ∪ V0)) > k (5.9)

xF (δ(V0)) > 1 (5.10)

En sommant (5.8), (5.9) et deux fois l'inégalité (5.10), on en déduit que xF
véri�e bien

(5.7).

Cas 2: |I0| > 2. On 
onsidère simplement les inégalités de 
oupe induites par les

ensembles V0,V1, . . . ,Vt.

xF (δ(Vi)) > k pour i = 1, . . . ,t

xF (δ(V0)) > 2 �
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En les sommant, on en déduit également que xF
véri�e bien (5.7).

Ainsi (5.7) est une inégalité valide puisqu'elle est véri�ée par toutes les solutions.

On voit expérimentalement que l'inégalité de toupie dé�nit une fa
ette. De plus, Didi

et al. [26℄ ont donné des 
onditions né
essaires et su�santes pour qu'elles dé�nissent

des fa
ettes dans le 
as où r ∈ {1,2}V . Nous pensons que 
es 
onditions peuvent se

généraliser au 
as où r ∈ {1,k}V , k > 2 
e qui nous motive à donner la 
onje
ture

suivante.

Théorème 5.22. Supposons que SNDP(G(Vt+1),r[Vt+1]) est de pleine dimension. Si

les propositions

1) SNDP(G(Vi),r[Vi]) est de pleine dimension pour i = 0,1, . . . ,t,

2) |[V0,Vi]| > 1 pour i = 1, . . . ,t et

3) |[Vi,Vt+1]| > k pour i = 1, . . . ,t,

sont véri�ées, alors l'inégalité (5.7) dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r).

Preuve. Supposons que (1), (2) et (3) sont véri�ées. Nous montrons que (5.7) dé�nit

une fa
ette. Notons F1 l'ensemble des solutions de SNDP(G,r) véri�ant (5.7) à l'égal-

ité. On peut numéroter les arêtes de telle manière que les arêtes du fais
eau [V0,Vi]

soient ei,1, . . . ,ei | [V0,Vi]| pour i = 1, . . . ,t, et que les arêtes du fais
eau [Vi,Vt+1] soient

et+i,1, . . . ,et+i | [Vi,Vt+1]|.

Soit Vi un ensemble de π, pour un 
ertain i ∈ {1, . . . ,t}. Soit F̂i l'ensemble d'arêtes

suivant.

F̂i ={ei,1} ∪ {et+j,1,et+j,2,et+j,3, . . . ,et+j,k | j = 1, . . . ,t}

Soit x
bFi
le ve
teur d'in
iden
e asso
ié.

x
bFi
véri�e (5.7) à l'égalité. Don
 F1 est une fa
e propre. Supposons que F1 est in
lus

dans une fa
ette F = {x ∈ SNDP(G,r) | bx = b0}.

Soit j ∈ {1, . . . ,t}, j 6= i, F̂j est également solution de SNDP(G,r). Don
 bx
bFi = b0 =

bx
bFj
, don
 b(ei,1) = b(ej,1).
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Soit F̂i,j = F̂j∪{ei,1}\{et+i,1,et+j,1}. F̂i,j est une solution de F1. Pour k1 ∈ {2, . . . , |[Vi,Vt+1]|}

et k2 ∈ {2, . . . , |[Vj,Vt+1]|}, 
onsidérons les ensembles suivants.

F̂ ′
i,j = (F̂i,j\{et+i,1}) ∪ {et+i,k1

,} (5.11)

F̂ ′′
i,j = (F̂i,j\{et+j,1}) ∪ {et+j,k2

.} (5.12)

Les solutions F̂ ′
i,j et F̂ ′′

i,j, pour tout i,j, sont des points de F. On en déduit que

b(et+i,1) = b(et+i,k1
), pour k1 ∈ {2, . . . , |[Vi,Vt+1]|} et b(et+j,1) = b(et+j,k2

), pour

k2 ∈ {2, . . . , |[Vj,Vt+1]|}. De plus, en 
omparant F̂i et F̂i,j , on en déduit que b(et+i,1) +

b(et+j,1) = b(ei,1), 
'est-à-dire, b(ei,1) = 2b(et+i,1).

On trouve don
 que les arêtes entre V0 et Vi, pour i = 1, . . . ,t, ont les même 
oef-

�
ients α dans la 
ontrainte bx = b0, toutes les autres ont le même 
oe�
ient β dans


ette 
ontrainte. De plus α = 2 ∗ β. En�n, par le lemme (2.5), on en déduit que F1 est

une fa
ette.

Remarque 5.23. Lorsque t = 2, la 
ontrainte de toupie est dominée par les 
ontrain-

tes de SP-partition.

Remarque 5.24. Si la 
onnexité d'un ensemble Vi, pour i = 1, . . . ,t, est 1, alors la


ontrainte de toupie est dominée par les 
ontraintes de SP-partition.

5.7 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons montré que le polytope asso
ié au problème du sous-

graphe (1,k)-arête 
onnexe, lorsque k > 2 et lorsque le graphe sous-ja
ent est série-

parallèle et sans toupie, est 
omplétement dé
rit par les 
ontraintes triviales et les


ontraintes de SP-partition. Par 
onséquent, le problème du sous-graphe (1,k)-arête


onnexe, lorsque k > 2, pourrait être résolu en temps polynomial à l'aide d'une méthode

de 
oupe pour les graphes série-parallèles sans toupie si l'on disposait d'un algorithme

polynomial pour séparer les 
ontraintes de SP-partition dans 
e 
as. Pour k = 2,

Kerivin et Mahjoub [61℄ ont donné un algorithme de séparation polynomial pour 
es


ontraintes, basé sur les fon
tions sous-modulaires. Barahona et Kerivin [9℄ ont ensuite

amélioré la 
omplexité de 
et algorithme. L'extension de 
es algorithmes au 
as où

k > 3 est en
ore une question ouverte.





Chapitre 6

Le problème du sous-graphe

(1,2,3)-arête 
onnexe

6.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons le problème SNDP lorsque les types de 
onnexité

des sommets sont 1, 2 ou 3. Ce problème modélise des réseaux hautement �ables. Soient

G = (V,E) un graphe et r ∈ {1,2,3} un ve
teur de type de 
onnexité asso
ié à V . Le

problème dans 
e 
as est équivalent au programme en nombres entiers suivant.

Min
∑

e∈E

c(e)x(e)

s.


x(δ(W )) > 1 pour tout W ⊂ V, W 6= ∅, con(W ) = 1, (6.1)

x(δ(W )) > 2 pour tout W ⊂ V, W 6= ∅, con(W ) = 2, (6.2)

x(δ(W )) > 3 pour tout W ⊂ V, W 6= ∅, con(W ) = 3, (6.3)

x(e) > 0 pour tout e ∈ E, (6.4)

x(e) 6 1 pour tout e ∈ E, (6.5)

x(e) ∈ {0,1} pour tout e ∈ E, (6.6)

Dans 
e 
as, SNDP(G,r) =conv{x ∈ R|E| | x satisfait (6.1),(6.2),(6.3),(6.4),(6.5),(6.6)}.

Ce 
hapitre présente des résultats théoriques sur le problème du sous-graphe {1,2,3}-
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arête 
onnexe. Ce problème généralise les problèmes 
onsidérés dans les 
hapitres pré
é-

dents. De plus, le 
hapitre suivant 
omplètera 
ette étude en présentant des résultats

expériementaux issus de l'implémentation des algorithmes de résolution de 
e prob-

lème.

6.2 Inégalités valides

Dans 
ette se
tion, nous présentons des 
lasses d'inégalité valides pour le problème

du sous-graphe {1,2,3}-arête 
onnexe. Nous voyons en parti
ulier 
omment les 
on-

traintes de partition, de SP-partition, de r-re
ouvrement généralisées et de F -partition

se dé
linent pour 
e problème.

6.2.1 Inégalité de partition

Étant donnée une partition (V1, . . . ,Vp) de V soient I1 = {i | con(Vi) = 1} et I2 =

{i | con(Vi) > 2}. Alors, pour le 
as spé
i�que du problème du sous-graphe {1,2,3}-

arête 
onnexe, les inégalités de partition s'é
rivent de la manière suivante.

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >





p− 1 si I2 = ∅,

⌈p2 + 3/2p3⌉+ p1 sinon,

(6.7)

pour toute partition (V1, . . . ,Vp) de V .

6.2.2 Inégalité de SP-partition

Étant donnée une partition π = (V1, . . . ,Vp), pi désigne le nombre de 
lasses de la

partition ayant une 
onnexité i et rmax = max(con(Vi) | Vi ∈ π). Les inégalités de

SP-partition s'é
rivent, pour le problème du sous-graphe {1,2,3}-arête 
onnexe, de la

manière suivante.

x(δ(V1, . . . ,Vp) >






p− 1 si rmax = 1,

p si rmax = 2,

p1 + p2 + 2p3 − 1 si rmax = 3,

(6.8)

pour tout partition (V1, . . . ,Vp) de V .
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6.2.3 Inégalité de r-re
ouvrement généralisée

Soient H un sous-ensemble de sommets de V , H 6= V et T ⊆ δ(H) un sous-ensemble

d'arêtes. Pour 
haque arête e = uv notons Te = u,v, les dents. Pour une partition

(H1, . . . ,Hp) de H , on note qi = |{Hj ∈ (H1, . . . ,Hp) | con(Hj) = i}|. Étant donnée

une partition (H1, . . . ,Hp) de H , p > 3, telle que

� r(Hi) > 1, pour tout i = 1, . . . ,p,

� pas plus de con(Hi)− 1 dents interse
tent Hi, pour tout i = 1, . . . ,p,

� au moins 3 Hi sont interse
tés par des dents,

� 2q2 + 3q3 − |T | est impair,

les inégalités de r-re
ouvrement s'é
rivent pour le problème du sous-graphe {1,2,3}-

arête 
onnexe de la manière suivante.

x(δ(H1,H2, . . . ,Hp)) + x(δ(H)\T ) >

⌈
2 ∗ q2 + 3 ∗ q3 − |T |

2

⌉
+ q1 (6.9)

6.2.4 Inégalité de F -partition

Soit π = (V0,V1, . . . ,Vp) une partition de V . Soient F ⊆ δ(V0) et pi = |{j | con(Vj) =

i, j = 1, . . . ,p}| pour i ∈ 1, . . . ,p. Les inégalités de F -partition s'é
rivent, pour le

problème du sous-graphe {1,2,3}-arête 
onnexe, de la manière suivante.

x(δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F ) > p1 + p2 + 2p3 −

⌊
p1 + p3 + |F |

2

⌋
, (6.10)

pour toute partition (V1, . . . ,Vp), p > 2, et pour tout F ⊆ δ(V0).

6.3 Inégalités de toupie

Nous présentons i
i une généralisation des 
ontraintes données par Didi Biha et al.

[26℄.
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Dé�nition 6.1. Une partition π = (V0,V1, . . . ,Vt+1) de G a une 
on�guration de toupie

si π véri�e les propriétés suivantes.

� t > 3,

� r(V0) = 1

� r(Vi) = k pour i = 1, . . . ,t et k ∈ {2,3}

� [Vi,Vj] = ∅ pour i = 1, . . . ,t− 1, j = 2, . . . ,t et i < j.

À une 
on�guration de toupie π = (V0,V1, . . . ,Vt+1), on asso
ie la 
ontrainte

x(δ(π)) + x(δ(V0)) >

t∑

i=1

con(Vi) + 2, (6.11)

qui est appelée 
ontrainte de toupie.

Lemme 6.2. L'inégalité de toupie (6.11) est valide pour le problème du {1,2,3}-arête


onnexe.

Preuve. Soient H = (V,F ) une solution de SNDP(G,r) et xF
le ve
teur d'in
iden
e

asso
ié à H . Soit I0 = {i0 | [V0,Vi0 ] ∩ F 6= ∅}. On distingue deux 
as selon que I0 est

un singleton ou un ensemble d'arêtes.

Cas 1: |I0| = 1.

Posons I0 = {i0}. On a

xF (δ(Vi)) > con(Vi) ∀i ∈ {1, . . . ,t}, i 6= i0

xF (δ(Vi0 ∪ V0)) > con(Vi0)

En sommant 
es inégalités, on obtient l'inégalité

xF (δ(π)\δ(V0)) >

t∑

i=1

con(Vi).

On ajoute à 
ela deux fois l'inégalité xF (δ(V0)) > 1. On obtient

xF (δ(π)) + x|F (δ(V0)) >

t∑

i=1

con(Vi) + 2

Ce qui implique que xF
véri�e (6.11).
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Cas 2: |I0| > 2

On somme les inégalités suivantes.

xF (δ(Vi)) > con(Vi) ∀1 = 1, . . . ,t

xF (δ(V0)) > 2

Par 
onséquent, xF
véri�e bien l'inégalité (6.11). L'inégalité (6.11) est don
 véri�ée par

toutes les solutions valides de SNDP(G,r).

Porta nous permet de voir que lorsque t > 3 , l'inégalité dé�nit des fa
ettes. La �gure

6.1 illustre des points fra
tionnaires du polytope dé�ni par les 
ontraintes triviales et

les 
ontraintes de SP-partitions, qui sont 
oupés par des inégalités de toupie.

x(e) = 1
x(e) = 1/2

Fig. 6.1 � Points fra
tionnaires 
oupés par des inégalités de toupie

Soit W ⊂ V et r ∈ {1,2,3}V un ve
teur de type de 
onnexité asso
ié aux sommets

V . On dé�nit r[W ] 
omme étant la restri
tion de r pour les sommets W .

Théorème 6.3. Supposons que SNDP(G(Vt+1),r[Vt+1]) est de pleine dimension. Si les

propositions

1) SNDP(G(Vi),r[Vi]) est de pleine dimension pour i = 0,1, . . . ,t,

2) |[V0,Vi]| > 1 pour i = 1, . . . ,t et

3) |[Vi,Vt+1]| > con(Vi) pour i = 1, . . . ,t,

sont véri�ées, alors l'inégalité (6.11) dé�nit une fa
ette de SNDP(G,r).
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Preuve. Supposons que (1), (2) et (3) sont véri�ées. Nous montrons que (6.11) dé�nit

une fa
ette. Notons F1 l'ensemble des solutions de SNDP(G,r) véri�ant (6.11) à l'é-

galité. On peut numéroter les arêtes de telle manière que les arêtes du fais
eau [V0,Vi]

soient ei,1, . . . ,ei | [V0,Vi]| pour i = 1, . . . ,t, et que les arêtes du fais
eau [Vi,Vt+1] soient

et+i,1, . . . ,et+i | [Vi,Vt+1]|.

Soit Vi un ensemble de π, pour un 
ertain i ∈ {1, . . . ,t}. Soit F̂i l'ensemble d'arêtes

suivant.

F̂i ={ei,1} ∪ {et+j,1,et+j,2 | j = 1, . . . ,t}

∪ {et+j,3 | con(Vj) = 3 et j = 1, . . . ,t}

∪ {e | e ∈ E(Vj), j = 0, . . . ,t + 1}

Soit x
bFi
le ve
teur d'in
iden
e asso
ié.

arête de F̂i

arête de E\F̂i

V1 V2 V3

V4

V0

Fig. 6.2 � F̂2 dans un graphe ave
 con(V1) = con(V2) = 2 et con(V3) = 3

x
bFi
véri�e (6.11) à l'égalité. Don
 F1 est une fa
e propre. Supposons que F1 est in
lus

dans une fa
ette F = {x ∈ SNDP(G,r) | bx = b0}.

Soit j ∈ {1, . . . ,t}, j 6= i, F̂j est également solution de SNDP(G,r). Don
 bx
bFi = b0 =

bx
bFj
, don
 b(ei,1) = b(ej,1).

Soit F̂i,j = F̂j∪{ei,1}\{et+i,1,et+j,1}. F̂i,j est une solution de F1. Pour k1 ∈ {2, . . . , |[Vi,Vt+1]|}

et k2 ∈ {2, . . . , |[Vj,Vt+1]|}, 
onsidérons les ensembles suivants.
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V1 V2 V3

V0

V4

arête de E\F̂i,j

arête de F̂i,j

Fig. 6.3 � F̂2,3

F̂ ′
i,j = (F̂i,j\{et+i,1}) ∪ {et+i,k1

,} (6.12)

F̂ ′′
i,j = (F̂i,j\{et+j,1}) ∪ {et+j,k2

.} (6.13)

Les solutions F̂ ′
i,j et F̂ ′′

i,j, pour tout i,j, sont des points de F. On en déduit que b(et+i,1) =

b(et+i,k1
), pour k1 6 |[V0,Vi]| et b(et+j,1) = b(et+j,k2

), pour k2 6 |[Vi,Vt+1]|. De plus,

en 
omparant F̂i et F̂i,j, on en déduit que b(et+i,1) + b(et+j,1) = b(ei,1), 
'est-à-dire,

b(ei,1) = 2b(et+i,1).

On trouve don
 que les 
oe�
ients des arêtes entre V0 et Vi, pour i = 1, . . . ,t, ont les

même 
oe�
ients α dans la 
ontrainte bx = b0, toutes les autres ont le même 
oe�
ient

β dans 
ette 
ontrainte. De plus α = 2 ∗ β. En�n, par le lemme (2.5), on en déduit que

F1 est une fa
ette.

6.4 Inégalités de toupie liftées

On déduit du lemme 2.20 que la 
ontrainte

x(Eπ) + x(δ(V0)) + 2 ∗ x(F ) >

t∑

i=1

con(Vi) + 2 (6.14)
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où F = {e ∈ [Vi,Vj]|i,j ∈ {1, . . . ,t},i 6= j}, est valide pour le problème du {1,2,3}-arête


onnexe.

6.5 Inégalités de 
haînes impaires

Ce travail fait suite au travail de Bendali et al. [12℄ sur le problème SNDP dans le


as où r(v) = k pour tout v ∈ V , k un entier > 3. Soient G = (V,E) un graphe et

r ∈ NE
un ve
teur de type de 
onnexité quel
onque. Supposons que SNDP(G,r) est de

pleine dimension. Soit π = (W1,W2,V1,V2, . . . ,V2p), p > 2, une partition de V . Soient

I1 = {4q, 4q + 1,q = 1, . . . ,⌈p
2
⌉ − 1} et I2 = {2, 3, . . . , 2p− 2, 2p− 1}\I1. On dit que π

a une 
on�guration de 
haîne impaire si

1) |[Vi,Wj]| = con(Vj)− 1, pour (i,j) ∈ (I1 × {1}) ∪ (I2 × {2}),

2) |[W1,W2]| 6 con(W )− 1 où W = W1 ∪ (∪i∈{1,...,2p} tel que i modulo 4=0ou1Vi),

3) δ(Vi) = [Vi,W1] ∪ [Vi,Vi−1] ∪ [Vi,Vi+1] si i ∈ I1,

δ(Vi) = [Vi,W2] ∪ [Vi,Vi−1] ∪ [Vi,Vi+1] si i ∈ I2.

4) δ(V1) = [W1,V1] ∪ [V1,V2],

δ(V2p) = [W2,v2p] ∪ [V2p−1,V2]

La �gure 6.4 donne un exemple de 
on�guration de 
haîne impaire.

Soit C = ∪2p−1
i=1 [Vi,Vi+1]. Notons que C peut être vu 
omme un 
haîne d'extrémités

V1 et V2p, de longueur impaire en terme d'arêtes dans le graphe Gπ.

A une 
on�guration de 
haîne impaire, on asso
ie l'inégalité

x(C) > p, (6.15)

appelée inégalité de 
haîne impaire.

Théorème 6.4. Les inégalités (6.15) sont valides pour SNDP(G,r).

Preuve. Les 
ontraintes de 
oupe suivantes sont valides.

x[V2s−1,V2s] + x[V2s,V2s+1] > 1 s = 1, . . . ,p− 1 (6.16)

x[V2s,V2s+1] + x[V2s+1,V2s+2] > 1 s = 1, . . . ,p− 1 (6.17)
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sommet de type de 
onnexité 3

sommet de type de 
onnexité 2

sommet de type de 
onnexité 1

v3

v6
w1 w2

v1 v2

v4

v5

v8 v7

Fig. 6.4 � Exemple de 
on�guration de 
haîne impaire

En sommant 
es inégalités pondérées ave
 le 
oe�
ient

p−s
p
, ave
 s qui varie de 1 à p,

pour les inégalités (6.16), et pondérées par le 
oe�
ient

s
p
, pour les inégalités (6.17),

on obtient

∑

s=1,...,p−1

x[V2s,V2s+1] +
∑

s=1,...,p−1

p− 1

p
x[V2s−1,V2s] > p− 1
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sommet de type de 
onnexité 3

sommet de type de 
onnexité 2

sommet de type de 
onnexité 1

arête de valeur 1/4

arête de valeur 3/4

arête de valeur 1

w1 w2

v2

v3

v6

v7v8

v5

v4

v1

Fig. 6.5 � Exemple de point fra
tionnaire

La �gure 6.5 montre un point fra
tionnaire 
oupé par la 
ontrainte de 
haîne impaire.

Cette solution est un point extrême. Elle véri�e le système suivant.






x(δ(V2)) = 2

x(δ(V3)) = 2

x(δ(V4)) = 1

x(δ(V5)) = 2

x(δ(V6)) = 2

x(δ(V7)) = 3

x(δ(W )) = 3

x(e) = 1 pour tout e ∈ E1(x)

x(e) = 0 pour tout e ∈ E0(x)
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Théorème 6.5. Les inégalités (6.15) dé�nissent des fa
ettes de SNDP(G,r) si les


onditions suivantes sont véri�ées.

1) les sous-graphes G[W1], G[W2] et G[Vi] pour i = 1, . . . ,2p sont (r + 1)-arête


onnexes,

2) |[W1,W2]| = con(W ) − 1, |[V1,W1]| = con(V1) et |[W2p,W2]| = con(V2p) (resp.

|[W2p,W1]| = con(V2p)) si p est pair (resp. impair).

Preuve. Suposons que p est pair (la preuve est similaire lorsque p est impair). Soit

ei une arête de [Vi,Vi+1], pour tout i = 1, . . . ,2p − 1. Soient E0 =
⋃p

s=1[V2s−1,V2s],

E1 =
⋃p−1

s=1[V2s,V2s+1] et E ′ = E\(E0 ∪E1). L'inégalité (6.15) est équivalente à

x(E0) + x(E1) > p

Soit F l'ensemble des solutions de SNDP(G,r) véri�ant (6.15) à l'égalité. Soit S1 =

E ′ ∪ {e1,e3, . . . ,e2p−1}. L'ensemble S1 est solution du problème et son ve
teur asso
ié

appartient à F. Don
 F est une fa
e propre.

Supposons que F est in
lus dans une fa
ette F
′
dé�nie par l'inégalité bx > β

Soit f une arête de E(W1) ∪E(W2) ∪ (∪iE(Vi))∪ δ(W1) ∪ δ(W2). Soit S2 = S1\{f}.

S2 est une solution et son ve
teur asso
ié appartient à F. Par 
onséquent, il appartient

aussi à F
′
et don
 b(f) = 0 pour tout f ∈ E(W1)∪E(W2)∪ (∪iE(Vi))∪ δ(W1)∪ δ(W2).

Soit g ∈ [V2s−1,V2s]\{e2s−1} pour un 
ertain s ∈ {1, . . . ,p}. Soit S3 = (S1\{s2p−1})∪{g}.

S3 est solution et son ve
teur appartient à F
′
. On en déduit que toutes les arêtes d'un

même fais
eaux d'arêtes parmi les fais
eaux de E2 ont le même 
oe�
ient. Autrement

dit, b(g) = σ2s−1 pour tout g ∈ [V2s−1,V2s].

Soit S4 = E ′ ∪ {e1} ∪ (∪p
s=1e2s). S4 est une solution.

Soit s ∈ {1, . . . ,p} et f ∈ [V2s,V2s+1]. On dé�nit S5 = (S4\{e2s}) ∪ f . S5 est égale-

ment solution. On en déduit que toutes les arêtes d'un même fais
eau d'arêtes parmi

les fais
eaux de E1 ont le même 
oe�
ient. Autrement dit, b(f) = σ2s pour tout

f ∈ [V2s,V2s + 1] .

Soit s ∈ {2, . . . ,p}. On dé�nit S6 = (S4\{e1}) ∪ {e2s−1}. Comme S6 est une solution

et que son ve
teur appartient à F, on en déduit que les arêtes de E0 ont le même


oe�
ient, 
'est-à-dire b(e) = σ1 = · · · = σ2p−1 pour tout e ∈ E0.

Soit S7 = (S4\{e1,e2s}) ∪ {e2s+1, e2s−1 | s = 2, . . . ,p − 1}. Comme S7 est également

solution et que son ve
teur asso
ié véri�e aussi (6.15) à l'égalité, on en déduit que

b(e) = σ2 = · · · = σ2p.
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Par le lemme (2.5), on en déduit que F1 est une fa
ette.

6.6 Con
lusion

Les di�érents problèmes traités pré
édemment nous ont permis d'établir un 
ertain

nombres de propriétés pour le problème du sous-graphe {1,2,3}-arête 
onnexe. D'autres

propriétés devront également être établies dans la suite. Nous donnons ainsi les 
on-

je
tures suivantes

Conje
ture 6.6. Si G = (V,E) est un graphe série-parallèle et sans toupie, alors

SNDP(G,r), ave
 r ∈ NV
+, est 
omplètement 
ara
térisé par les inégalités de SP-

partition (2.6), et les inégalités triviales (2.2) et (2.3).

Conje
ture 6.7. Si G = (V,E) est un graphe série-parallèle, alors SNDP(G,r), ave


r ∈ {1,2,3}V , est 
omplètement 
ara
térisé par les inégalités de SP-partition (6.8), les

inégalités de toupie (6.11), et les inégalités triviales (6.4) et (6.5).

Le 
hapitre suivant présente un algorithme de 
oupes et bran
hements pour 
e prob-

lème. Nous y développons des algorithmes de séparation des 
ontraintes de partition,

de SP-partition et de F -partition présentées dans 
e 
hapitre et nous présentons les

résultats numériques.



Chapitre 7

Algorithme de 
oupes et bran
hements

Dans 
e 
hapitre, nous dis
utons d'un algorithme de 
oupes et bran
hements que nous

avons développé pour résoudre le problème de 
on
eption de réseaux �ables lorsque les

sommets ont des types de 
onnexité égaux à 1, 2 ou 3 a�n de mettre en ÷uvre les

résultats théoriques présentés dans les 
hapitres pré
édents. Cet algorithme permet en

parti
ulier de résoudre le 
as où tous les sommets sont de type 3 et où les graphes sont

série-parallèles. Des études similaires avaient déjà été e�e
tuées [77, 58, 13℄. Néanmoins

il nous est paru pertinent de développer un tel algorithme 
ar, depuis les travaux de

Stoer, de nouvelles 
lasses de 
ontraintes valides ont été établies. Il est don
 intéressant

d'a
tualiser l'algorithme de 
oupes et bran
hements dédié à 
e problème. De plus,

s'intéresser à 
e problème plus général que le 
as où les sommets sont de type 1 ou 2

(qui est assez largement traité) est aussi d'un grand intérêt puisqu'il permet de traiter

ave
 plus de pré
ision des 
as réels. En�n l'utilisation d'une pro
édure de séparation

des 
ontraintes de SP-partition pour le 
as où tous les sommets sont de type 3 et où

les graphes sont série-parallèles, nous a permis de tester notre algorithme dé
rit au


hapitre 4.
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7.1 Algorithme de résolution

7.1.1 Algorithme de 
oupes et bran
hements

Étant donnés un graphe G = (V,E), un ve
teur de types de 
onnexité asso
iés aux

sommets, r ∈ {1,2,3}V , et un ve
teur 
oût asso
ié aux arêtes, c ∈ RE
, notre algorithme


ommen
e par résoudre le programme linéaire suivant.

min cx

s.c. x(δ(v)) > r(v) pour tout v ∈ V, (7.1)

0 6 x(e) 6 1 pour tout e ∈ E.

Si la solution optimale de 
e programme est une solution du problème SNDP, 
'est-

à-dire si elle est entière et si elle véri�e les 
ontraintes de 
oupe, alors elle est optimale

pour SNDP. En général, la solution obtenue est fra
tionnaire. Dans 
e 
as, l'algorithme

génère des inégalités valides (de 
oupe, de SP-partition, et
) qui ne sont pas véri�ées

par la solution 
ourante, ajoute 
es inégalités à la relaxation linéaire 
ourante et résout

le nouveau programme linéaire. Cela est répété jusqu'à 
e que l'on ne trouve plus d'iné-

galité violée. Si la solution obtenue est entière, alors elle est optimale et l'algorithme

renvoie 
ette solution. Sinon il entame une phase de bran
hement (présentée en détail

dans le 
hapitre 1).

L'algorithme 2, présenté 
i-dessous, reprend de manière formelle 
es di�érentes étapes.

Pour générer des 
ontraintes violées, l'algorithme utilise des pro
édures de séparation.

Dans la suite, nous dé
rivons 
es pro
édures pour les 
ontraintes utilisées. Pour 
ela


onsidérons une solution x ∈ RE
.

7.1.2 Séparation des 
ontraintes de 
oupe

La séparation des 
ontraintes de 
oupe dans un graphe G = (V,E), ave
 les valeurs

x(e) asso
iées aux arêtes, est résolue par l'algorithme de Gomory-Hu [46℄. Cet algo-

rithme 
onsiste à 
onstruire un arbre T ave
 des valeurs t(e) sur les arêtes, appelé arbre

de Gomory-Hu, qui a la propriété suivante. Pour toute paire de sommets u,v ∈ V , la
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Algorithme 2 Algorithme de 
oupe et bran
hement

Données : un graphe G = (V,E), un ve
teur type de 
onnexité r ∈ {1,2,3}V et un

ve
teur poids c ∈ RE
.

Sortie : Une solution optimale de Min{cx | x ∈ SNDP(G,r)}.

1: PL ← PLdebut =(7.1)

2: Résoudre le programme linéaire PL.

Soit x∗
la solution optimale de PL.

3: si x∗
est réalisable pour SNDP(G,r) alors

x∗
est une solution optimale. STOP

4: sinon si des 
ontraintes violées par x∗
sont trouvées alors

Les ajouter à PL.

Aller en 2.

5: sinon bran
her sur une variable fra
tionnaire.

Soient PL1 et PL2 les relaxations linéaires 
ourantes des deux sous-problèmes


réés.

6: Résoudre PL1 (PL2).

Si la solution optimale trouvée est réalisable pour SNDP(G,r), alors le

sous-problème en question est dé
laré "résolu".

Sinon, générer des 
ontraintes violées s'il en existe.

7: S'il y a des sous-problèmes non résolus, aller en 5.

8: Prendre la meilleure solution de tous les sous-problèmes.

valeur t(e) d'une arête e dans T est égale à la valeur minimum (par rapport aux poids

x(e), e ∈ E) d'une 
oupe séparant u et v dans G. Gus�eld [53℄ a donné une version

de 
et algorithme qui est très simple à implémenter. Elle 
onsiste à résoudre |V | − 1

problèmes de �ot maximum dans le graphe G. Pour la re
her
he d'un �ot maximum,

nous utilisons l'algorithme de Golberg et Tarjan [45℄.

Les variantes du problème SNDP que nous traitons ont des types de 
onnexité asso
iés

aux sommets égaux à 1, 2 ou 3. Par 
onséquent, dans notre algorithme de séparation

des 
ontraintes de 
oupe, nous sommes amenés à distinguer les 
ontraintes de 
oupe



154 Algorithme de 
oupes et bran
hements

x(δ(W )) > 3, x(δ(W )) > 2 et x(δ(W )) > 1. Tout d'abord, nous traitons les 
oupes

dont le membre de droite est égal à 3. Pour 
ela, nous 
her
hons l'arbre de Gomory-

Hu, T3, dans G en ne 
onsidérant dans 
et arbre que les sommets ayant un type de


onnexité égal à 3. Ainsi, si la 
oupe minimum entre 2 sommets est inférieure à 3, 
ela

signi�e que nous avons une 
oupe violée par x. Chaque 
oupe violée ainsi trouvée est

sauvegardée. Ensuite, nous 
onstruisons un deuxième arbre de Gomory-Hu, T2, ave
 les

sommets de type de 
onnexité égal à 2 ou 3. Si une 
oupe minimum entre 2 sommets est

inférieure à 2, 
'est qu'une 
ontrainte de 
oupe est violée. Nous sauvegardons toutes les


ontraintes de 
oupe violées ainsi trouvées. En�n, nous 
onstruisons l'arbre T1 ave
 tous

les sommets. Nous 
her
hons alors les 
oupes minimum de valeur stri
tement inférieure

à 1.

Nous pouvons remarquer que si l'on 
onsidère les sommets par ordre de type de


onnexité dé
roissant, on peut 
ommen
er à 
onstruire l'arbre T2 à partir de l'arbre T3,

et on peut 
ommen
er à 
onstruire l'arbre T1 à partir de T2. Cela permet de plus de

ne pas 
ompter les 
ontraintes de 
oupe qui sont violées d'au moins 1, plusieurs fois.

Posons Vi, i = 1,2,3, l'ensemble des sommets de type de 
onnexité i. Supposons que les

sommets sont numérotés de telle manière que les |V3| premiers sont les sommets de types

3, puis les |V2| suivants sont de type 2 et en�n les |V1| derniers sont de type 1. Autrement

dit V3 = {u1, . . . ,u|V3|}, V2 = {u|V3|+1, . . . ,u|V3|+|V2|} et V1 = {u|V3|+|V2|+1, . . . ,u|V |}. La

pro
édure ainsi obtenue est dé
rite dans l'algorithme 3.

Notre algorithme né
essite don
 au plus |V | appels de la fon
tion qui 
al
ule une


oupe minimum. Or 
ette dernière a une 
omplexité en O(n3). Ainsi l'alorithme de

séparation des 
ontraintes de 
oupe a une 
omplexité en O(n4).

7.1.3 Séparation des 
ontraintes de F-partition

Les 
ontraintes de F -partition ont été introduites par Mahjoub [68℄ pour le problème

SNDP lorsque les types de 
onnexités sont tous égaux à 2. Ces 
ontraintes sont très im-

portantes puisque, 
omme l'ont montré Barahona et Mahjoub [10℄, elles su�sent ave


les inégalités triviales et les inégalités de 
oupe, à 
ara
tériser le polytope SNDP(G,r),

lorsque r(v) = 2 pour tout v ∈ V et pour la 
lasse des graphes de Halin (un graphe de

Halin H est un graphe planaire 
onstitué d'un arbre T (H) ayant au moins trois feuilles

et d'un 
y
le C(H) reliant l'ensemble des feuilles de T (H), 
f �gure 7.1).
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Algorithme 3 Séparation des 
ontraintes de 
oupe

Données : un graphe G = (V,E), un ve
teur type de 
onnexité r ∈ {1,2,3}V et un

ve
teur x ∈ RE
+.

Sortie : Liste des 
ontraintes de 
oupe violées par x

pour i allant de 2 à |V | faire

Voisin[i℄ ← u1

pour i allant de 2 à |V3| faire

Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ), dans G entre ui et Voisin[i℄ telle que ui ∈W .

si x(δ(W )) < 3 alors

Ajouter δ(W ) à la liste des 
oupes violées par x.

pour j allant de i à |V3| faire

si uj ∈W et Voisin[j℄=Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ← ui

pour i allant de |V3|+ 1 à |V3|+ |V2| faire

Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ), dans G entre ui et Voisin[i℄ telle que ui ∈W .

si x(δ(W )) < 2 alors

Ajouter δ(W ) à la liste des 
oupes violées par x.

pour j allant de i à |V3|+ |V2| faire

si uj ∈W et Voisin[j℄=Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ← ui

pour i allant de |V3|+ |V2|+ 1 à |V | faire

Cal
uler une 
oupe minimum δ(W ), dans G entre ui et Voisin[i℄ telle que ui ∈W .

si x(δ(W )) < 1 alors

Ajouter δ(W ) à la liste des 
oupes violées par x.

pour j allant de i à |V | faire

si uj ∈W et Voisin[j℄=Voisin[i℄ alors

Voisin[j℄ ← ui

Dans sa thèse [58℄, Kerivin a généralisé 
es 
ontraintes pour des types de 
onnexité

quel
onques. Elles sont dé�nies de la manière suivante.
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Fig. 7.1 � Exemple de graphe de Halin

Soient G = (V,E) un graphe, r ∈ NV
un ve
teur de type de 
onnexité et π =

(V0,V1, . . . ,Vp), p > 2, une partition de V telle que r(Vi) > 1, pour tout i = 1, . . . ,p.

V0, par 
ontre, peut avoir un type de 
onnexité nul. Soit F un sous-ensemble d'arêtes.

A�n de simpli�er les é
ritures, nous posons

� rπ = max{con(Vi) | i = 0, . . . ,p},

� pi le nombre de sous-ensembles Vj, j = 1, . . . ,p, de la partition tels que con(Vj) =

i, pour i = 1, . . . ,rπ,

� Simpair l'ensemble des indi
es des sous-ensembles Vi, i = 1, . . . ,p, de la partition

tels que con(Vi) est impair,

� ∆ = δ(V0,V1, . . . ,Vp)\F

L'inégalité de F -partition dans le 
as général s'é
rit

x(∆) >

⌈ rπ
2
⌉∑

j=1

j(p2j + p2j−1)−

⌊
|Simpair|+ |F |

2

⌋
. (7.2)

Dans le 
as où les types de 
onnexité sont égaux à 1, 2 ou 3, (7.2) s'é
rit don
 de la

manière suivante.

x(∆) > p1 + p2 + 2p3 −

⌊
p1 + p3 + |F |

2

⌋
. (7.3)

La 
omplexité du problème de séparation des 
ontraintes de F -partition est in
onnue

pour le 
as où r ∈ {1,2,3}V (elle est également in
onnue dans le 
as uniforme, lorsque

r(v) = 2 pour tout v). Nous avons développé une heuristique pour séparer 
es inégalités
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basée sur les résultats de Fonlupt et Mahjoub [33℄. En e�et, lorsque tous les sommets ont

un type de 
onnexité égal à 2, Fonlupt et Mahjoub ont 
ara
térisé les points extrêmes

fra
tionnaires, dits 
ritiques, du polytope Q(G,r), donnés par les 
ontraintes triviales

et les 
ontraintes de 
oupe. Ils ont montré que si x est un point extrême fra
tionnaire


ritique de 
e polytope, alors le graphe G et x peuvent être réduits, au sens de 
ertaines

opérations de rédu
tion, à un graphe G′ = (V ′,E ′) et un point extrême x′
de Q(G′,r′)

qui véri�ent les propriétés suivantes.

1) V ′ = V ′
1 ∪ V ′

2 ,

E ′ = E ′
1 ∪ E ′

2 ave
 E ′
1 ∩E ′

2 = ∅,

(V ′
1 ,E

′
1) est un 
y
le impair,

(V ′
2 ,E

′
2) est une forêt dont les sommets pendants sont dans V ′

1 et tous les sommets

de V ′
2 sont de degré > 3.

2) x′(e) = 1
2
pour tout e ∈ E ′

1,

x′(e) = 1 pour tout e ∈ E ′
2,

3) pour toute 
oupe propre δ(W ′) de G′
, x′(δ(W ′)) > 2.

En se basant sur 
e résultat et sur l'heuristique proposée par Kerivin [58℄ pour le 
as

où r(v) ∈ {1,2}, nous avons développé une heuristique qui a le s
héma suivant. Tout

d'abord, nous 
her
hons des 
y
les 
omposés d'arêtes fra
tionnaires dans le graphe G.

Puis, pour 
haque 
y
le (v1, . . . ,vp) déte
té, nous essayons de trouver un sous-ensemble

d'arêtes F parmi 
elles ayant exa
tement une extrêmité dans le 
y
le, de telle sorte

que l'inégalité de F -partition induite par la partition (V \{v1, . . . ,vp},{v1}, . . . ,{vp}) et

F soit violée. L'algorithme 4 dé
rit 
ette heuristique.
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Algorithme 4 Séparation des 
ontraintes de F -partition

Données : un graphe G = (V,E), un ve
teur type de 
onnexité r ∈ {1,2,3}V et un

ve
teur x ∈ RE
+.

Sortie : Une liste de 
ontraintes de F -partition violées par x

Re
her
her des 
y
les 
omposés d'arêtes fra
tionnaires.

Notons par (vi
1, . . . ,v

i
pi), i = 1, . . . ,s les 
y
les ainsi trouvés.

pour i allant de 1 à s faire

p← nombre de sommets dans le 
y
le 
onsidéré

p1 ← nombre de singletons {vi
k}, k ∈ {1, . . . ,pi}, ayant une 
onnexité égale à 1

p2 ← nombre de singletons {vi
k}, k ∈ {1, . . . ,pi}, ayant une 
onnexité égale à 2

p3 ← nombre de singletons {vi
k}, k ∈ {1, . . . ,pi}, ayant une 
onnexité égale à 3

Séle
tionner un sous-ensemble d'arêtes F ⊆ δ(vi
1, . . . ,v

i
p) tel que p1 + p3 + |F | soit

impair.

si x(δ(V \{vi
1, . . . ,v

i
pi},{vi

1}, . . . ,{v
i
pi}))\F ) < p + p3 −

p1+p3+|F |−1
2

alors

ajouter 
ette inégalité à la liste des F -partition violées par x′
.

7.1.4 Séparation des 
ontraintes de SP-partition

Nous avons implémenté la pro
édure de séparation des 
ontraintes de SP-partition

basée sur l'algorithme de séparation des 
ontraintes de partition dans les graphes ré
ur-

sivement 2-dé
omposables vue au 
hapitre 4. Cette pro
édure peut être utilisée unique-

ment pour les problèmes où les types de 
onnexité sont tous égaux à 3 et où les graphes

sont série-parallèles.
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Algorithme 5 Séparation des 
ontraintes de SP-partition

Données : un graphe G = (V,E) un graphe série-parallèle, un type de 
onnexité

uniforme, égal à 3, et un ve
teur x ∈ RE
+ tel qu'il n'y a pas de 
ontrainte de 
oupe

violée par x.

Sortie : une 
ontrainte de SP-partition violée par x ou rien s'il n'y en a pas.

tant que pas de 
ontrainte de 
oupe trouvée et nombre de sommets supérieur à 3

faire

Trouver v, un sommet adja
ent à 2 sommets exa
tement

v1,v2 ← les sommets adja
ents à v.

Supprimer v

Ajouter une arête ev entre v1 et v2 ayant pour valeur x(ev) =
∑

e∈[v,v1]
x(e) +∑

e∈[v,v2] x(e)− 2

Cal
uler la 
oupe minimum entre v1 et v2.

si une 
oupe δ(W ) est violée alors

π ← la famille d'ensembles 
omposée de W et de son 
omplémentaire

rhs ← 2

pour arête ajoutée ev appartenant à la multi
oupe δ(π) faire

π = π + {v}

rhs ← rhs +1

Ajouter au graphe le sommet v et les arêtes in
identes à v

renvoyer la 
ontrainte x(δ(π)) > rhs.

7.1.5 Séparation des 
ontraintes de partition

Soit (V1, . . . ,Vp) une partition de V et soit rπ la 
onnexité maximale des ensembles

de la partition (
'est-à-dire la plus grande 
onnexité telle qu'il existe au moins deux

ensembles di�érents Vi et Vj de la partition tels que r(Vi) = r(Vj) = rπ). Notons

pi, i = 1,2,3, le nombre d'ensembles de la partition de 
onnexité égale à i. Alors la


ontrainte de partition pour des types de 
onnexité égaux à 1, 2 ou 3, s'é
rit de la
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manière suivante.

x(δ(V1, . . . ,Vp)) >






p− 1 si rπ = 1

p si rπ = 2

p1 + p2 +
⌈

3p3

2

⌉
si rπ = 3

On ne 
onnaît pas la 
omplexité du problème de séparation des 
ontraintes de parti-

tion dans le 
as où les types de 
onnexité sont 1, 2 ou 3. Kerivin et Mahjoub [61℄ (voir

aussi Barahona et Kerivin [9℄) ont montré que lorsque les types de 
onnexité sont tous

égaux à 1 ou 2, le problème de séparation des 
ontraintes de partition peut être résolu

en temps polynomial. Si le type de 
onnexité de 
haque sommet est 1, les 
ontraintes

de partition dans 
e 
as ne sont rien d'autre que les 
ontraintes de multi
oupe

x(δ(V1, . . . ,Vp)) > p− 1 (7.4)

qui peuvent être séparées e�
a
ement. Cunningham [22℄ et Barahona [8℄ ont dé
rit des

algorithmes polynomiaux pour la séparation des 
ontraintes (7.4).

Tout d'abord nous 
her
hons les partitions de type 1 qui violent une 
ontrainte de

partition. Puis nous re
ommençons pour les partitions de type 2 et 3. Nous avons

implémenté une heuristique qui déte
te 
ertaines 
on�gurations de partitions de type

2 ou 3 pour lesquelles la 
ontrainte de partition est violée.

7.1.5.1 Partition de type 1

Pour de telles partitions, tous les sommets ayant un type de 
onnexité égal à 2 ou à

3 doivent appartenir au même ensemble de la partition. Nous avons don
 
onsidéré le

graphe G1 = (V1,E1) obtenu par la 
ontra
tion des sommets de type 2 et 3.

Comme nous l'avons vu au 
hapitre 4, la séparation des 
ontraintes de partition de 
e

type a été résolue par Cunningham [22℄ qui a ramené 
e problème à |E1| problèmes de


oupe minimum. Par la suite Barahona [8℄ a montré que 
e problème peut se ramener

à |V1| problèmes de 
oupe minimum. Ainsi, pour séparer les 
ontraintes de partition

nous avons implémenté l'algorithme de Barahona que nous présentons 
i-dessous (
f

algorithme 6).
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Algorithme 6 Algorithme de séparation des 
ontraintes de partition de type 1

Données : un graphe G1 = (V1,E1) et un ve
teur x ∈ RE
+.

Sortie : une partition F = (V1, . . . ,vp) telle que x(δ(V1, . . . ,Vp)) − p + 1 est le plus

petit possible.

pour i allant de 1 à |V1| faire

y(vi)← 2

F ← ∅

pour k allant de 1 à |V1| faire

si vk /∈ F alors

α← f(S)− y(S) = max{f(S)y(S)|vk ∈ S},

y(vk) = y(vk) + α,

F ∪ {S}.

tant que il existe 2 ensembles S et T dans F ave
 S ∩ T = ∅ faire

F ← (F\{S,T}) ∪ {S ∪ T}.

vk S

s

t

Fig. 7.2 � Coupe minimum entre s et t pour le 
al
ul de α

Cet algorithme fait appel au 
al
ul de α. L'algorithme 7 pré
ise 
omment α est


al
ulé.

Comme l'avait vu Kerivin dans sa thèse [58℄, les 
ontraintes de partition de type 1

n'interviennent pas signi�
ativement. Nous avons don
 été amenés à rempla
er 
ette

pro
édure de séparation par une autre, heuristique, qui traite à la fois les partitions de

type 1 et les partitions de type supérieur qui 
ontiennent des ensembles de 
onnexité

1. Cette heuristique 
onsiste à trouver une 
haîne d'arêtes fra
tionnaires qui passe par

des sommets de type 1, disons (v1,v2, . . . ,vk). On rassemble les autres sommets dans

un ensemble W . On teste si la partition ainsi obtenue est violée. Si elle ne l'est pas,

on s
inde W en deux ensembles W1, W2 de manière à 
e que la valeur des arêtes
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Algorithme 7 Cal
ul de α

Données : un graphe orienté D = (N,A) obtenu à partir du graphe pré
édent G1 =

(V1,E1), où N = V1 ∪ {s,t} et A = {(i,j),(j,i)|ij ∈ E1} ∪ {(s,i),(i,t)|i ∈ V }.

Sortie : α.

pour tout i ∈ V i 6= r faire

η(i) = y(i)

η(r) = y(r) + 2

pour tout i ∈ V , i 6= vk faire

si η(i) < 0 alors

c(s,i) = −η(i),

c(i,t) = 0.

si η(i > 0 alors

c(i,t) = η(i),

c(s,i) = 0.

c(s,vk) = −∞,

c(vk,t) = η(vk).

pour tout ij ∈ E1 faire

c(i,j) = c(j,i) = x(i,j)

S ← l'ensemble tel que S ∪ {s} est la 
oupe minimum entre s et t (
f �gure 7.2).

β ← la valeur de 
ette 
oupe.

α = 2− β −
∑
{η(v)|η(v) < 0}.

entre 
es ensembles, x[W1,W2], soit minimum. On a en e�et remarqué que les solutions

fra
tionnaires 
ontiennent de telles 
on�gurations. La �gure 7.3 dé
rit une partition

d'un tel type. Cette heuristique est appelée l'heuristique L1. Dans la pratique 
ette

heuristique s'est révélée très performante.
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W1 W2

v2

vkv1

arêtes fra
tionnaires

Fig. 7.3 � Con�guration de partition violée déte
tée par l'heuristique L1

7.1.5.2 Partition de type 2 et 3

La 
ontrainte de partition, lorsqu'il y a au moins deux ensembles de type de 
onnexité

supérieur ou égal à 2, s'é
rit de la manière suivante.

x(δ(V1, . . . ,Vp)) > p1 + p2 +

⌈
3

2
p3

⌉
.

Algorithme 8 Heuristique de séparation des 
ontraintes de partition de type 2 ou 3

Données : un graphe G = (V,E) et un ve
teur x ∈ RE
+.

Sortie : une liste de partitions F = (V1, . . . ,vp) de type 2 ou 3 qui violent la 
ontainte

de partition.

pour tout arête fra
tionnaire f = uv faire

déterminer W telle que δ(W ) est une 
oupe minimum entre u et v telle que u ∈W

si (W\{u},{u},V \W ) 
onstitue une partition violée alors

l'ajouter à la liste des partitions violées

si (W,{u},(V \W )\{v}) 
onstitue une partition violée alors

l'ajouter à la liste des partitions violées

Pour déte
ter des 
ontraintes violées de type 2 ou 3, nous avons développé deux

heuristiques. La première 
onsiste à déte
ter des partitions violées 
onstituées de 3

ensembles de sommets. Cette heuristique 
her
he, pour 
haque arête fra
tionnaire f ,

une partition ({v},W\{v},V \W ) violée où v est une extrémité de f et W est un

ensemble de sommets 
ontenant v et tel que f ∈ δ(W ). La �gure 7.4 dé
rit une telle
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on�guration. Pour que la partition soit violée, il su�t que les deux inégalités suivantes

soient véri�ées.

x[{v},W\{v}] <

⌈
con(W\{v})

2

⌉
+

⌈
con(v)

2

⌉
+

⌈
con(V \W )

2

⌉
− con(W )

x[{v},V \W ] > con(v)− x(f)− x[{v},W\{v}]

Pour trouver l'ensemble W on 
her
he une 
oupe minimum entre les extrémités de

l'arête f . L'algorithme 8 dé
rit formellement 
ette heuristique, que l'on appelle heuris-

tique L3.

V \WW\{u}

f

v

Fig. 7.4 � Con�guration de partition violée déte
tée par l'heuristique L3

La deuxième heuristique 
onsiste à prendre la partition 
onstituée des singletons de

sommets pour tous les sommets de W , et de l'ensemble V \W . La �gure 7.5 illustre


ette 
on�guration de partition. On appelle 
ette heuristique, l'heuristique Ln.

V \W

f

v

Fig. 7.5 � Con�guration de partition violée déte
tée par l'heuristique Ln

Les heuristiques L3 et Ln se sont révélées très performantes dans le 
as où tous les

sommets sont de type de 
onnexité égal à 3 (
f tables 7.5, 7.6 , 7.7 et 7.8 ). Selon les

exemples l'une ou l'autre est plus performante et la 
ollaboration des deux est toujours

pertinente. Nous obtenons des résultats similaires (et souvent meilleurs) à 
eux obtenus

par Bendali et al. [13, 12℄.
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7.2 Résultats expérimentaux

7.2.1 Matériel et logi
iels

Pour implémenter nos algorithmes de 
oupes et bran
hements, nous avons utilisé les

librairies ABACUS (A Bran
h-And-CUt System), version 3.0 [3, 31, 79℄ pour la gestion

de l'arbre de bran
hement. Pour 
e qui est de la résolution des programmes linéaires,

ABACUS fait appel au logi
iel CPLEX, version 9.0 [1℄ ou au solveur linéaire CLP

développé par IBM dans sa librairie COIN-OR [2℄. Ces solveurs sont des implémenta-

tions de l'algorithme du simplexe. Ils ont été testés sur un bipro
esseur Pentium IV


aden
é à 2,8 Ghz ave
 1 Go de mémoire vive, sous système Linux.

7.2.2 Des
ription des instan
es traitées

Les résultats qui sont présentés i
i ont été obtenus à partir d'instan
es aléatoires et

d'autres, prises de la TSP Library[73℄. Nous avons généré une série d'instan
es sur des

graphes série-parallèles. Pour les instan
es de la TSP Library, les 
oûts des arêtes 
or-

respondent à la distan
e eu
lidienne entre les sommets. Des types de 
onnexité égaux

à 1, 2 ou 3 sont assignés aux sommets de manière aléatoire en respe
tant 
ertaines

proportions.

7.2.3 Le problème du sous-graphe 3-arête 
onnexe dans les

graphes série-parallèles

La première série de tests résout des instan
es pour lesquelles les types de 
onnexité

sont tous égaux à 3 et les graphes sont série-parallèles. Le but de 
es expérimentations

est de tester notre algorithme de séparation des 
ontraintes de partition donné dans le


hapitre 4. La relaxation linéaire dans 
e 
as est entière. Par 
onséquent, le problème

peut toujours être résolu dans la phase de 
oupe à la ra
ine de l'arbre. Pour tester

l'e�
a
ité des 
ontraintes de SP-partition, nous avons relevé la valeur de la solution

avant l'ajout de 
es 
ontraintes.
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Nos résultats expérimentaux sont reportés dans la table suivante. Les di�érentes


olonnes représentent :

|V | : le nombre de sommets de G,

|E| : le nombre d'arêtes de G (que l'on indique

pour les graphes non 
omplets),

NC : le nombre de 
ontraintes de 
oupe générées, lorsqu'on

génère aussi de 
ontraintes de SP-partition,

NSPπ : le nombre de 
ontraintes SP-partitione générées,

pour l'algorithme de 
oupe,

Copt : la valeur de la solution optimale,

Ccoupe : la valeur de la solution avant la séparation

des 
ontraintes de SP-partition,

Csp : la valeur de la solution avant le bran
hement,

Gapcoupe : erreur relative entre la solution optimale et la borne inférieure

obtenue avant l'ajout des 
ontraintes de SP-partition ,

autrement dit, Gap-
oupe =

Copt -C
oupe

Copt

*100,

Gap : erreur relative entre la solution optimale et la borne inférieure

avant bran
hement,

autrement dit, Gap =

Copt -Csp

Copt

*100,

TT : le temps CPU total en se
ondes.
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|V | |E| NC NSPπ Copt Csp Ccoupe Gap Gapcoupe TT

10 36 4 6 249 249 229,5 0 7,83 0,05

20 70 11 16 586 586 531,5 0 9,3 0,13

30 114 20 22 839 839 772,5 0 7,93 0,3

40 168 23 29 1045 1045 968 0 7,37 0,36

50 194 36 47 1402 1402 1259 0 10,2 0,62

60 235 39 50 1672 1672 1516,5 0 9,3 0,69

70 310 34 48 1922 1922 1748 0 9,05 0,8

80 308 52 71 2252 2252 2037 0 9,55 1,47

90 347 56 80 2574 2574 2319,5 0 9,89 1,37

100 394 67 96 2865 2865 2568 0 10,37 2,33

110 437 74 105 3168 3168 2855 0 9,88 2,63

120 474 77 110 3477 3477 3147 0 9,49 3,58

130 522 82 118 3744 3744 3389,5 0 9,47 4,22

140 565 86 118 4023 4023 3646,5 0 9,36 4,09

150 620 78 120 4347 4347 3931 0 9,57 5,76

160 652 98 132 4594 4594 4182,5 0 8,96 6,46

170 701 100 134 4879 4879 4445,5 0 8,89 8,36

180 744 106 145 5151 5151 4695 0 8,85 10,81

190 784 123 163 5435 5435 4934 0 9,22 11,25

200 809 116 172 5668 5668 5119 0 9,69 12,82

210 857 120 183 5998 5998 5409 0 9,82 13,80

220 931 111 176 6254 6254 5686 0 9,08 13,97

230 1008 145 185 6586 6586 5986 0 9,11 17,47

240 980 132 189 6852 6852 6238,5 0 8,95 13,842

250 1023 137 196 7176 7176 6535 0 8,93 15,803

260 1064 143 204 7451 7451 6790,5 0 8,86 24,66

270 1129 149 226 7801 7801 7072,5 0 9,34 29,26

280 1146 157 233 8032 8032 7290,5 0 9,17 26,42

290 1190 161 238 8288 8288 7528 0 9,17 38,28

300 1238 164 243 8591 8591 7809 0 9,1 47,93

Tab. 7.1 � Graphes série-parallèles

Avant tout, 
es expérimentations illustrent un résultat théorique 
onnu : le polytope

du problème est alors totalement dé
rit par les 
ontraintes de SP-partition et les 
on-

traintes triviales. De plus, elles nous ont permis de véri�er que notre un algorithme,

exa
t, de séparation des 
ontraintes de SP-partition est adapté pour une implémenta-
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tion. C'est une 
ontribution importante puisque les pré
edents algorithmes de sépara-

tion exa
tes de 
es 
ontraintes, étant basés sur les fon
tions sous-modulaires, étaient

plus 
omplexes et n'avaient pas en
ore été implémentés.

La table 7.2 fait ressortir l'e�
a
ité de la méthode de 
oupe et bran
hement en

montrant le temps né
essaire pour un algorithme n'utilisant pas les 
ontraintes de SP-

partition. Très rapidement les durées explosent. Ainsi pour une instan
e à 30 sommets

et 114 arêtes, alors que l'instan
e est résolue en 0,033 se
onde ave
 la séparation des


ontraintes de SP-partition, elle n'est pas résolue au bout de 1000 se
ondes lorsque l'on

ne fait que la séparation des 
ontraintes de 
oupe. De plus, le bran
hement génère au

bout de 
es 1000 se
ondes plus de 270 000 sous-problèmes dans un arbre de profondeur

égale à 817.

|V | |E| NC NSPπ Copt Ccoupe Gapcoupe TT TT sans SP PB SB

5 15 2 6 111 94,50 14,86 0,003 0,018 6 40

10 32 6 8 259 232,50 10,23 0,003 0,212 8 446

15 51 5 9 417 393,00 5,76 0,006 0,255 13 494

20 70 8 16 558 504,50 9,59 0,012 51,914 22 66730

25 70 10 14 558 504,50 9,59 0,015 439,828 25 249232

30 114 20 22 839 772,00 7,99 0,033 >1000 817 >270000

Tab. 7.2 � Apport des 
ontraintes de SP-partition en temps

7.2.4 Le problème du sous-graphe (1,2,3)-arête 
onnexe

Nous avons abordé le travail de programmation ave
 deux points de vue di�érents

pour traiter d'une part la partie pré
édente, 
'est-à-dire la résolution du problème du

sous-graphe 3-arête 
onnexe pour les graphes série-parallèles, et les parties suivantes

dans lesquelles on résout le problème SNDP pour des graphes quel
onques et des types

de 
onnexité di�érents.

Dans le 
as des graphes série-parallèles, nous avons pu nous appuyer totalement sur

nos travaux et nous avons élaboré un programme permettant d'utiliser 
es résultats.

Les 
al
uls ont totalement 
on�rmé l'appro
he théorique et nous n'avons pas eu besoin
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de re
ourir à une phase de bran
hement. Nous obtenons don
 des temps d'exé
ution

trés rapides même pour des graphes de grande taille.

Pour traiter le 
as général, nous avons 
ombiné une appro
he théorique et une ap-

pro
he numérique, dans le sens où l'on a développé des pro
édures de séparation qui

pour une part étaient basées sur des résultats théoriques, 
'est le 
as des F -partition,

et d'autre part, des pro
édures de séparation basées sur l'observation des solutions

obtenues avant la phase de bran
hement, pour les instan
es traitées. Nous avons ainsi

plusieurs méthodes heuristiques qui séparent les 
ontraintes de partition.

Pour nous assurer de la solidité de notre travail, nous avons 
omparé les résultats que

nous obtenons à 
eux obtenus par Kerivin [58℄ pour les 
as où r(v) = 2 pour tous les

sommets et pour le 
as où r(v) égale 1 ou 2. Naturellement, 
omme lui, nous obtenons

de très bons résultats dans le 
as uniforme où r(v) = 2 pour tout v ∈ V grâ
e à la

séparation des 
ontraintes de 
oupe et à la séparation des 
ontraintes de F -partition

(
f table 7.3).

Voi
i les notations utilisées dans les tables de 
ette se
tion.

NC : le nombre de 
ontraintes de 
oupe générées,

Nπ : le nombre de 
ontraintes de partition générées,

NπL1 : le nombre de 
ontraintes de partition générées par l'heuristique L1,

NπL3 : le nombre de 
ontraintes de partition générées par l'heuristique L3,

NπLn : le nombre de 
ontraintes de partition générées par l'heuristique Ln,

NFπ : le nombre de 
ontraintes de F -partition générées,

SB : le nombre de n÷uds de l'arbre de bran
hement générés,

PB : la profondeur de l'arbre de bran
hement
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Copt : la valeur de la solution optimale,

C
 : la solution obtenue après la séparation des 
ontraintes de 
oupe

C : la valeur de la solution avant bran
hement

Gap : l'erreur relative entre la meilleure borne supérieure (la valeur optimale

si le problème à été résolu à l'optimum) et la borne inférieure obtenue

avant bran
hement,

TT : le temps CPU total en se
ondes
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Problème NC NFπ Nπ Copt C
 C Gap SB PB TT

burma14 3 0 0 3323 3323,00 3323,00 0,00 1 0 0,033

ulysse16 6 0 0 6859 6859,00 6859,00 0,00 1 0 0,054

gr17 11 0 0 2085 2085,00 2085,00 0,00 1 0 0,096

gr21 0 0 0 2707 2707,00 2707,00 0,00 1 0 0,012

ulysse22 12 0 0 7013 7013,00 7013,00 0,00 1 0 0,108

gr24 5 2 0 1272 1272,00 1272,00 0,00 1 0 0,057

fri26 15 0 0 937 937,00 937,00 0,00 1 0 0,138

bayg29 8 2 0 1610 1608,00 1610,00 0,00 1 0 0,106

bays29 6 4 0 2020 2013,50 2020,00 0,00 1 0 0,102

dantzig42 11 2 0 699 697,00 698,00 0,14 2 1 0,160

swiss42 35 3 0 1273 1272,00 1273,00 0,00 1 0 0,321

att48 54 1 0 10628 10604,00 10610,33 0,17 8 5 0,727

gr48 26 14 0 5031 4959,00 5017,00 0,28 7 3 0,569

hk48 24 4 0 11461 11444,50 11461,00 0,00 1 0 0,201

eil51 15 27 0 426 422,50 426,00 0,00 3 1 0,474

berlin52 6 0 0 7542 7542,00 7542,00 0,00 1 0 0,060

brazil58 40 2 0 25405 25364,50 25405,00 0,00 1 0 0,324

st70 149 11 0 675 671,00 673,00 0,30 231 32 21,852

eil76 8 4 0 538 537,00 538,00 0,00 1 0 0,106

pr76 55 40 0 106492 105120,00 106194,00 0,28 36 13 4,043

rat99 42 8 0 1211 1206,00 1208,75 0,19 8 3 2,040

rd100 131 7 0 7910 7899,33 7910,00 0,00 1 0 5,383

kroa100 169 35 0 21261 20936,50 21167,38 0,44 38 12 15,740

krob100 208 30 0 22059 21834,00 21980,00 0,36 33 16 17,266

kro
100 124 45 0 20749 20472,50 20688,25 0,29 31 9 8,778

krod100 166 31 0 21294 21141,00 21235,00 0,28 12 8 7,498

kroe100 145 26 0 21923 21799,50 21908,87 0,06 7 3 6,022

eil101 68 6 0 629 627,00 628,00 0,16 9 4 2,365

lin105 212 2 0 14379 14370,50 14379,00 0,00 1 0 10,620

bier127 252 9 0 118282 117431,00 117987,67 0,25 61 14 26,132

u159 287 15 0 42373 41925,00 42166,20 0,49 93 20 61,496

kroa150 471 32 0 26537 26299,00 26382,54 0,58 513 43 304,876

krob150 380 16 0 26249 25732,50 25844,00 1,54 478 60 270,053

a280 148 78 0 2592 2579,00 2590,67 0,05 16 6 48,942

ts225 0 61 0 117363 115605,00 117363,00 0,00 1 0 0,232

Tab. 7.3 � Résultats pour le problème 2-arête 
onnexe
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Problème NC NFπ NπL1 NπL3 NπLn Copt C Gap SB PB TT

burma14 20 0 5 0 0 3084 3084,00 0,00 1 0 0,012

ulysse16 15 0 32 0 0 6009 6009,00 0,00 1 0 0,015

gr17 24 1 14 0 0 2015 2015,00 0,00 1 0 0,021

gr21 17 2 14 0 0 2648 2648,00 0,00 1 0 0,027

ulysse22 38 3 35 0 0 5779 5779,00 0,00 1 0 0,054

gr24 38 1 13 0 0 1218 1218,00 0,00 1 0 0,051

fri26 63 1 26 0 0 900 900,00 0,00 1 0 0,138

bayg29 47 3 56 0 0 1570 1570,00 0,00 1 0 0,117

bays29 37 0 51 0 0 1923 1923,00 0,00 1 0 0,125

dantzig42 113 5 36 0 4 667 667,00 0,00 1 0 0,655

swiss42 167 0 46 10 0 1245 1238,58 0,01 7 3 2,584

att48 89 2 102 0 21 10277 10270,50 0,06 2 1 1,418

gr48 106 0 174 0 16 4845 4806,22 0,81 49 14 14,322

hk48 151 0 45 0 7 11413 11368,00 0,40 13 5 3,339

eil51 155 0 141 0 13 411 410,00 0,24 33 10 14,823

berlin52 161 3 133 0 0 7313 7284,75 0,39 20 9 11,254

brazil58 177 2 143 0 25 24281 24209,33 0,30 159 19 17,276

st70 223 0 112 0 7 638 630,19 1,24 153 22 46,953

Tab. 7.4 � Résultats pour le problème {1,2}-arête 
onnexe

Dans le 
as où r ∈ {1,2}V , nos résultats sont similaires à 
eux de Kerivin. Ils font

en parti
ulier ressortir l'importan
e des 
ontraintes de F -partition. On a remarqué

que dans 
e 
as l'heuristique L1 permet de générer beau
oup de 
ontraintes, alors que

l'heuristique L3 en génère peu.
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La table 7.5 donne les résultats de notre programme pour le problème de sous-graphe

3-arête 
onnexe. Là en
ore, pour valider notre travail, nous avons 
omparé nos résultats

à 
eux donnés par Bendali et al. [13, 12℄. Les méthodes que nous utilisons ne sont pas

aussi 
omplexes que les leurs. Ils utilisent notamment des méthodes de 
ontra
tion

de graphe ainsi que des pro
édures de séparation pour d'autres 
ontraintes valides.

Néanmoins, on peut voir que nos résultats restent 
omparables aux leurs.

Problème NC NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap SB PB TT

burma14 8 0 4 6 5530 5460,50 1,26 38 7 0,068

ulysse16 4 0 4 0 11412 11412,00 0,00 2 0 0,000

gr17 6 4 7 2 3455 3448,00 0,20 5 2 0,015

gr21 5 1 5 1 4740 4740,00 0,00 1 1 0,003

ulysse22 7 0 5 6 11713 11683,00 0,26 20 5 0,074

gr24 6 13 7 6 2157 2157,00 0,00 3 2 0,051

fri26 7 0 4 7 1543 1539,00 0,26 7 4 0,051

bayg29 16 4 9 8 2639 2629,00 0,38 19 4 0,165

bays29 16 1 7 12 3321 3303,00 0,54 111 14 0,617

dantzig42 24 7 17 14 1210 1203,00 0,58 172 15 1,733

swiss42 25 2 9 6 2161 2147,83 0,61 206 21 1,262

att48 19 0 9 14 17499 17464,67 0,20 30 7 0,489

gr48 26 10 7 18 8313 8281,42 0,38 48 10 0,711

hk48 13 12 14 7 19479 19424,67 0,28 78 11 0,987

eil51 7 5 5 0 692 690,00 0,29 14 6 0,172

berlin52 30 11 28 8 12716 12658,67 0,45 94 20 1,477

brazil58 47 2 12 27 42792 42739,71 0,12 112 16 2,803

st70 76 10 32 12 1126 1122,33 0,33 1492 22 21,408

eil76 7 73 8 4 876 875,50 0,06 6 2 0,578

pr76 147 12 29 16 187283 184282,88 1,60 19456 55 265,781

rat99 20 25 14 4 2029 2025,50 0,17 100 14 2,316

Tab. 7.5 � Résultats pour le problème du sous-graphe 3-arête 
onnexe
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Les tables 7.6, 7.7 et 7.8 montrent l'apport des di�érentes 
ontraintes dans l'algo-

rithme de génération de 
oupes et bran
hements. Le 
ara
tère * est utilisé lorsque

le temp d'exé
ution de l'algorithme de 
oupe et bran
hement dépasse 1000 se
ondes.

Chaque blo
 
orrespond à une instan
e du problème. La première ligne des blo
s donne

la résolution obtenue ave
 toutes les pro
édures de séparation. Les lignes suivantes 
or-

respondent à des résolutions ave
 un sous-ensemble de pro
édures de séparation. On

marque "-" lorsque la pro
édure de séparation n'a pas été a
tivée pour la 
lasse de


ontrainte 
orrespondant à la 
olonne. Inversement, lorsque la pro
édure de séparation

est a
tivée, on marque "a
tif" ou le nombre de 
ontraintes générées dans la 
olonne 
or-

respondante (le terme "a
tif" signi�e que la séparation de la 
ontrainte a été e�e
tuée

mais que l'on n'a pas 
onservé le nombre de 
ontraintes obtenues par la séparation).
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Problème NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap TT

burma14 0 4 6 5530 5460,50 1,26 0,068

- - a
tif - 5530 5393,00 2,48 0,180

- - - a
tif 5530 5422,75 1,94 0,418

- - - - 5530 5271,50 4,67 1,032

ulysse16 0 4 0 11412 11412,00 0,00 0,000

- - a
tif - 11412 11412,00 0,00 0,000

- - - 3 11412 11330,50 0,71 0,159

- - - - 11412 11279,00 1,17 0,883

gr17 4 7 2 3455 3448,00 0,20 0,015

- 1 - - 3455 3395,00 1,74 0,405

- - 6 - 3455 3420,00 1,01 0,084

- - - 5 3455 3418,00 1,07 0,159

- - - - 3455 3384,00 2,05 0,359

gr21 1 5 1 4740 4740,00 0,00 0,003

- 1 - - 4740 4677,00 1,33 0,093

- - a
tif - 4740 4740,00 0,00 0,003

- - - a
tif 4740 4740,00 0,00 0,003

- - 4740 4662,00 1,65 0,112

ulysse22 0 5 6 11713 11683,00 0,26 0,074

- - 5 - 11713 11606,50 0,91 0,658

- - - 7 11713 11611,50 0,87 0,464

- - - - 11713 11540,50 1,47 5,670

gr24 13 7 6 2157 2157,00 0,00 0,051

- 0 - - 2157 2118,00 1,81 0,524

- - 2 - 2157 2132,00 1,16 0,333

- - - 8 2157 2145,67 0,53 0,323

- - 2 4 2157 2149,00 0,37 0,252

- - - - 2157 2118,00 1,81 0,524

fri26 0 4 7 1543 1539,00 0,26 0,051

- - 4 - 1543 1536,00 0,45 0,056

- - - 7 1543 1538,87 0,27 0,021

- - - - 1543 1523,00 1,30 0,171

Tab. 7.6 � Résultats détaillés pour le problème 3-arête 
onnexe
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Problème NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap TT

bayg29 4 9 8 2639 2629,00 0,38 0,165

- 4 - - 2639 2609,25 1,13 3,762

- - 10 - 2639 2627,00 0,45 0,307

- - - 15 2639 2628,75 0,39 0,300

- - 10 8 2639 2639,00 0,00 0,184

- - - 2639 2592,50 1,76 8,766

bays29 1 7 12 3321 3303,00 0,54 0,617

- 1 - - 3321 3281,00 1,20 12,865

- - 8 - 3321 3296,74 0,73 2,438

- - - 18 3321 3321,00 0,00 1,550

- - 8 12 3321 3296,74 0,73 0,888

- - - 3321 3250,00 2,14 25,422

dantzig42 7 17 14 1210 1203,00 0,58 1,733

- 3 - - 1210 1193,00 1,40

- - 15 - 1210 1195,83 1,17 17,190

- - - 21 1210 1196,69 1,10 14,438

- - 19 12 1210 1203,00 0,58 1,925

swiss42 2 9 6 2161 2147,83 0,61 1,262

- 0 - - 2161 2109,00 2,41 37,210

- - 8 - 2161 2128,50 1,50 7,162

- - - 11 2161 2136,42 1,14 4,705

- - 8 6 2161 2145,50 0,72 1,496

att48 0 9 14 17499 17464,67 0,20 0,489

- - 9 - 17499 17346,83 0,87 13,353

- - - 14 17499 17417,38 0,47 1,260

- - - - 17499 17179,5 1,83 60,480

gr48 10 7 18 8313 8281,42 0,38 0,711

- 5 - - 8313 8195,5 1,41 *

- - 8 - 8313 8250,75 0,75 4,134

- - - 20 8313 8250,33 0,75 3,105

- - a
tif a
tif 8313 8263,75 0,59 0,856

hk48 12 14 7 19479 19424,67 0,28 0,987

- 12 - - 19479 19127,25 1,81 *

- - 13 - 19479 19378,13 0,52 2,166

- - - 17 19479 19300,1 0,92 1,863

- - 13 6 19479 19400 0,41 0,935

Tab. 7.7 � Résultats détaillés pour le problème 3-arête 
onnexe
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Problème NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap TT

eil51 5 5 0 692 690,00 0,29 0,172

- 3 - - 692 684,5 1,08 1,430

- - 6 - 692 689,75 0,33 0,170

- - - 13 692 688,25 0,54 0,518

- - 6 10 692 689,75 0,33 0,191

berlin52 11 28 8 12716 12658,67 0,45 1,477

- 5 - - 12716 12436 2,20 40,701

- - 27 - 12716 12588,25 1,00 2,787

- - - 22 12716 12600 0,91 11,517

- - 27 4 12716 12650 0,52 1,921

brazil58 2 12 27 42792 42739,71 0,12 2,803

- 2 - - 42792 41523,5 2,96 *

- - 10 - 42792 41854,25 2,19 81,352

- - - 36 42792 42631,2 0,38 8,775

- - 11 28 42792 42737,71 0,13 3,870

st70 10 32 12 1126 1122,33 0,33 21,408

- 8 - - 1126 1106,5 1,73 207,177

- - 3 - 1126 1119,75 0,56 *

- - - 32 1126 1114,06 1,06 *

- - - - 1126 1122,00 0,36 60,206

eil76 73 8 4 876 875,5 0,06 0,578

- 44 - - 876 870,5 0,63 4,360

- - 6 - 876 873,5 0,29 1,690

- - - 5 876 872,20 0,43 4,003

- - 6 3 876 874,50 0,17 0,407

- - - - 876 871,83 0,48 4,360

pr76 12 29 16 187283 184282,88 1,60 265,781

- 7 - - 187283 180067 3,85 *

- - 24 - 187283 182988,25 2,29 *

- - - 32 187283 183649,78 1,94 *

- - 25 18 187283 184151,39 1,67 365,827

rat99 25 14 4 2029 2025,50 0,17 2,316

- 25 - - 2029 2011,75 0,85 622,498

- - 12 - 2029 2021,00 0,39 5,618

- - - 10 2029 2013,14 0,78 74,132

- - 12 4 2029 2021,75 0,36 8,740

Tab. 7.8 � Résultats détaillés pour le problème 3-arête 
onnexe
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Problème NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap TT

kroa100 6 20 36 36498 35795,32 1,93 35,57

- - 16 - 36498 35230 3,47 *

- - - 49 36498 35455,87 2,86 *

- - 20 30 36498 35666 2,28 *

- 1 - - 36498 34679,25 4,98 *

kroe100 16 24 14 37302 37141,04 0,43 19,86

- - 28 17 37302 37134,31 0,45 20,06

- - 26 - 37302 36975,75 0,87 233,37

- - - 32 37302 36925,25 1,01 *

- 10 - - 37302 36604 1,87 *

rd100 12 18 21 13284 13225 0,44 215,85

- - 14 - 13284 13139,75 1,09 *

- - - 24 13284 13150,33 1,01 *

- - 16 22 13284 13224,25 0,45 *

- 11 - - 13284 13036 1,87 *

eil101 28 13 0 1016 1012,75 0,32 66,57

- - 13 1 1016 1011,5 0,44 157,14

- - 11 - 1016 1011,5 0,44 157,14

- - - 14 1016 1008,83 0,71 *

- 24 - - 1016 1008,28 0,76 *

gr120 35 22 12 11442 11421 0,18 38,03

- - 11 - 11442 11353 0,78 *

- - - 32 11442 11399,24 0,37 *

- - 11 18 11442 11406,7 0,31 *

- 24 - - 11442 11320,56 1,06 *

bier127 33 15 30 198417 198033,79 0,19 25,67

- - 18 - 198417 197143 0,64 *

- - - 44 198417 197685,17 0,37 *

- - 18 26 198417 197965,17 0,23 *

- 10 - - 198417 192026 3,22 *


h150 41 37 14 11027 10977,08 0,45 256,49

- - 33 - 11027 10951,67 0,68 *

- - - 50 11027 10912,62 1,04 *

- - 33 10 11027 10969,61 0,52 *

- 18 - - 11027 10804,42 2,02 *

Tab. 7.9 � Résultats détaillés pour le problème 3-arête 
onnexe
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Problème NFπ NπLn NπL3 Copt C Gap TT

rat195 22 10 0 3934 3933 0,03 6,59

- - 9 - 3934 3928,5 0,14 *

- - - 14 3934 3927,22 0,17 *

- - 9 1 3934 3929 0,13 *

- 17 - - 3934 3923,5 0,27 *

gr202 46 51 19 66696 66554,21 0,21 1075,91

- - 33 - 66696 66258,83 0,66 *

- - - 49 66696 66211,8 0,73 *

- - 34 16 66696 66370,84 0,49 *

- 28 - - 66696 65896,88 1,2 *

Tab. 7.10 � Résultats détaillés pour le problème 3-arête-
onnexe

Nous avons ensuite appliqué notre algorithme au 
as où r ∈ {1,2,3}. Nous avons

repris les exemples de la TSP library en donnant des types de 
onnexité égaux à 1,

2 et 3 aux sommets de manière à avoir 60% de sommets de type 1, 30 % de type 2

et 10 % de type 1. En plus des 
ontraintes de 
oupe, nous avons utilisé les 
ontrainte

de F -partition et les 
ontraintes de partition. De même, le signe "-" signi�e que la

pro
édure de séparation n'a pas été a
tivée pour la 
lasse de 
ontrainte 
orrespondant

à la 
olonne. Les résultats que nous obtenons sont bons en termes d'erreur relative.

Dans le 
as où r ∈ {1,2,3}V 
ependant le nombre de 
oupes est très élevé, 
e qui pèse

sur la rapidité des 
al
uls. Dans les exemples que nous donnons, nous trouvons une

solution optimale en moins de 3 heures pour des graphes de moins de 58 sommets.
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Problème NFπ NπL1 NπLn NπL3 Copt C Gap TT PB SB

burma14 (7,4,3) 0 2 0 0 3607 3607,00 0,00 0,006 0 1

- 2 - - 3607 3607,00 0,00 0,006 1 3

- - 2 - 3607 3601,50 0,15 0,012 1 3

- - - 2 3607 3583,50 0,65 0,021 3 7

1 - - - 3607 3323,50 7,86 0,897 27 547

ulysse16 (11,2,3) 1 9 2 0 6084 6070,00 0,23 0,018 2 5

- 10 - - 6084 6052,00 0,52 0,064 11 13

- - - - 6084 5887,50 3,23 0,033 8 17

- - - - 6084 5877,00 3,40 0,049 13 27

- - - - 6084 5674,00 6,73 0,136 41 113

- - - - 6084 5139,50 15,52 32,159 73 14113

gr17 (10,4,3) 0 14 0 0 2514 2514,00 0,000 0,04 0 1

- 14 - - 2514 2514,00 0,000 0,04 0 1

- - 5 - 2514 2435,00 3,142 0,20 10 57

- - - 3 2514 2413,50 3,998 0,21 12 67

1 - - - 2514 2391,50 4,873 0,31 14 123

- - - - 2514 2270,50 9,686 4,01 47 1649

gr21 (13,4,4) 0 23 0 0 3326 3326,00 0,000 0,11 0 1

- 23 - - 3326 3326,00 0,000 0,11 0 1

- - 2 - 3326 3212,50 3,413 0,65 21 65

- - - 1 3326 3207,50 3,563 0,46 11 25

- - - - 3326 3207,50 3,563 5,67 11 25

- - - - 3326 3148,50 5,337 0,05 41 1381

gr24 (16, 6, 2) 0 22 1 0 1266 1266,00 0,000 0,16 0 1

1 - - - 1266 1226,50 3,120 1,07 13 69

- 22 - - 1266 1258,50 0,592 0,20 5 11

- - 4 - 1266 1248,00 1,422 0,20 11 35

- - - 5 1266 1251,00 1,185 0,12 3 7

- - 1 5 1266 1266,00 0,000 0,09 0 1

Tab. 7.11 � Résultats détaillés pour le problème {1,2,3}-arête 
onnexe

Nous avons 
omparé le 
omportement d'un problème en fon
tion de la répartition

des types de 
onnexité des sommets. La table 7.13 expose les résultats obtenus pour

le problème fri26 lorsque l'on fait varier le nombre de sommets de type 3, de type 2

et de type 1. Il apparaît que le nombre de 
ontraintes de 
oupe générées augmente
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Problème NFπ NπL1 NπLn NπL3 Copt C Gap TT PB SB

fri26 (13,11,2) 2 59 4 0 1063 1061,50 0,14 1,63 3 6

- 10 - - 1063 1058,10 0,46 1,84 5 16

- - 5 - 1063 1023,44 3,72 14,70 46 1472

- - - 5 1063 1013,60 4,65 14,56 31 1370

- - 5 0 1063 1023,44 3,72 14,73 46 1472

2 - - - 1063 1006,50 5,32 17,73 42 1860

- - - - 1063 935,50 11,99 >10000 * *

bayg29 (20,6,3) 1 28 0 5 1642 1635,00 0,43 0,634 2 4

- 29 - - 1642 1613,00 1,77 0,550 10 50

- - 2 - 1642 1617,50 1,49 0,716 10 34

- - - 5 1642 1620,40 1,32 0,599 9 36

- - 4 3 1642 1612,00 1,83 0,630 10 38

1 - - - 1642 1380,00 15,96 >10000 * *

bays29 (13,13,3) 2 17 0 0 2165 2163,00 0,092 0,20 3 6

- 18 - - 2165 2163,00 0,09 0,24 3 6

- - 4 - 2165 2157,25 0,35 0,20 4 12

- - - 2 2165 2148,00 0,78 0,30 5 16

2 - - - 2165 2141,00 1,10 0,28 7 22

- - - - 2165 2005,50 7,367 >10000 * *

berlin52 (31,16,5) 0 177 0 0 8354 8322,00 0,38 120,91 29 156

- 177 - - 8354 8322,00 0,38 120,91 29 156

- - 11 - 8354 7847,00 6,07 >10000 * *

- - - 20 8354 7907,00 5,35 >10000 * *

1 - - - 8354 7727,00 7,501 >10000 * *

- - - - 8354 7305,50 12,55 >10000 * *

brazil58 (25,18,5) 0 128 0 0 31598 31441,11 0,50 1293 34 1692

- 128 - - 31598 31441,11 0,50 1293 34 1692

- - 6 - 31598 30987,67 1,93 >10000 * *

- - - 2 31598 30951,50 2,05 >10000 * *

- - 6 0 31598 30987,67 1,93 >10000 * *

1 - - - 31598 30945,50 2,07 >10000 * *

- - - - 31598 30251,50 4,26 >10000 * *

pr76 (36,33,7) 9 14 21 10 145922 142214,75 2,54 822,02 64 34

- 10 - - 145922 140096,25 3,992 >10000 * *

- - 28 - 145922 141434,38 3,075 >10000 * *

- - - 10 145922 140436,75 3,759 >10000 * *

- - 28 6 145922 141935,44 2,732 >10000 * *

5 - - - 145922 139350,16 4,504 >10000 * *

- - - - 145922 138142,00 5,332 >10000 * *

pr225 (20,175,30) 34 41 0 0 131647 13055,67 0,82 26316 * *

Tab. 7.12 � Résultats détaillés pour le problème {1,2,3}-arête 
onnexe
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ave
 la proportion de sommets de type 1. Par 
ontre, il est di�
ile de faire ressortir

d'autres règles en 
e qui 
on
erne les liens entre les répartitions de types de 
onnexité

et les 
ontraintes, autres que les 
ontraintes de 
oupe, générées. Néanmoins, il peut

être intéressant par la suite de faire d'autres tests sur 
et aspe
t du problème.

V1 V2 V3 NC NFπ NπL1 NπLn NπL3 Copt C Gap TT PB SB

21 3 2 160 2 44 0 0 901 884,92 1,785 4,106 18 203

20 3 3 156 0 47 3 0 962 940,75 2,209 4,352 25 229

14 10 2 77 2 60 4 0 1063 1061,50 0,141 1,674 3 7

13 9 4 64 3 23 4 0 949 944,33 0,492 0,829 4 11

13 11 2 80 2 59 4 0 1063 1061,50 0,141 1,433 3 7

10 5 11 64 2 7 0 1 1209 1189,00 1,654 1,428 40 109

7 7 12 131 0 14 8 3 1280 1243,25 2,871 19,256 61 2343

2 6 18 29 2 5 9 6 1466 1454,80 0,764 0,672 8 47

Tab. 7.13 � Problème fri26 ave
 variation des types de 
onnexité
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7.3 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté un algorithme de 
oupe et bran
hement pour

résoudre le problème SNDP lorsque les types de 
onnexité sont 1, 2 et 3 pour des

graphes généraux. Nous avons traité de manière parti
ulière le 
as où les types de 
on-

nexité sont tous égaux à 3 et les graphes sont série-parallèles. Nous avons implémenté

l'algorithme de séparation des F -partition pour le 
as où les types de 
onnexité sont

1, 2 ou 3, 
e qui n'avait jamais été fait pré
édement. Nous avons également développé

plusieurs heuristiques déte
tant des 
ontraintes de partition de type 2 ou 3 violées.

Lorsque r(v) = 3 pour tout v ∈ V et lorsque les graphes sont série-parallèles, nous

avons pu mesurer l'importan
e des 
ontraintes de SP-partition. On a vu en e�et que

sans elles, la solution obtenue par appli
ation d'un algorithme de génération de 
oupe

ave
 seulement les 
ontraintes de 
oupe, est très loin de la solution optimale.

Lorsque les types de 
onnexité sont égaux à 1, 2 ou 3, nous avons utilisé les 
ontraintes

de F -partition et les 
ontraintes de partition. On a ainsi généralisé les résultats de

Kerivin et al. [58, 60℄, en montrant que, d'une part dans le 
as de type de 
onnexité

uniforme et égaux à 2, et d'autre part, dans le 
as où les types de 
onnexité sont 1 et

2, nos résultats sont similaires à 
eux de Kerivin et al.

Notons également que notre algorithme ainsi 
onçu, peut fon
tionner ave
 d'autres

types de 
onnexité plus grands que 3.





Con
lusion

Dans 
ette thèse, nous avons étudié une appro
he polyèdrale pour le problème de


on
eption de réseaux �ables. Un des obje
tifs de ma thèse était d'étendre des résultats


onnus dans le 
as où r(v) = 2 pour tout sommet v, au 
as où r ∈ {1,2,3, . . . l}V , l ∈ N.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à la 
ontrainte de SP-partition

dans le 
as où r(v) = k, kimpair et k > 3. Cette 
ontrainte est e très importante pour

la dé�nition du polyèdre du problème. Nous avons a�né la 
onnaisan
e des 
onditions

dans lesquelles elle dé�nit une fa
ette.

Ensuite, nous avons étudié la séparation des 
ontraintes de la forme x(δ(V1, . . . ,Vp)) >

ap + b, où a et b sont deux s
alaires tels que a > 0 et b > −a. Nous avons développé

un algorithme polynomial qui sépare 
es 
ontraintes. Celui-
i peut être utilisé pour

les 
ontraintes valides de SNDP puisque nombre d'entre elles sont de 
ette forme. En

parti
ulier, 
'est la 
as des 
ontraintes de SP-partition. Nous avons don
 utilisé 
et

algorithme dans notre partie expérimentale. Notons également que 
ette étude a un


hamp d'appli
ation qui dépasse 
elui des problèmes de 
on
eption de réseaux �ables.

Puis nous nous sommes intéressés au 
as où r ∈ {1,k, . . . l}V , k > 2. Nous avons

montré que le polytope de 
e problème, pour les graphes série-parallèles et sans toupie,

était totalement dé�ni par les 
ontraintes de SP-partition et les 
ontraintes triviales.

De plus, nous avons dé�ni une nouvelle 
lasse de 
ontraintes valides, les 
ontraintes de

toupie.

En�n, nous avons fait l'étude du problème dans le 
as où r ∈ {1,2,3}V , tirant pro�t

des résultats obtenus pré
édemment. En parti
ulier, nous avons introduis deux nou-

velles 
lasses de 
ontraintes valides dans le 
as général, les 
ontraintes de 
haînes im-

paires et les 
ontraintes de toupies.
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En�n une étude expérimentale pour le 
as où r ∈ {1,2,3}V a permis de mesurer

l'intérêt des di�érentes 
ontraintes valides et des di�érentes méthodes de séparation.

Ce travail ouvre des perspe
tives intéressantes, aussi bien d'un point de vue polyédral

qu'algorithmique. Sur le plan polyédral, 
ela pose la question de la généralisation des

résultats obtenus sur la des
ription du polytope du problème lorsque r ∈ {1,k}V au 
as

où r ∈ {1,2,3, . . . l}V , l ∈ N. D'un point de vue algorithmique, nous allons développer

des algorithmes de séparation des nouvelles 
ontraintes valides : les 
ontraintes de toupie

et les 
ontraintes de 
haîne impaire. Cela nous permettra d'améliorer notre algorithme

de 
oupes et bran
hements.
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