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Résumé

Plusieurs problémes réels peuvent étre ramenés a la maximisation d’un certain profit
sous une certaine contrainte budgétaire ou de capacité a ne pas dépasser. Ces problémes
sont dits de type sac a dos et ne cessent de susciter I'intérét des praticiens ainsi que
les théoriciens. Les problémes de type sac a dos sont des problémes d’optimisation
combinatoire qui peuvent étre décrits comme suit. Etant donné une capacité fixe, et
un ensemble d’objets caractérisés chacun par un profit et un poids, I'objectif est de
sélectionner un sous ensemble de ces objets qui soit de profit maximum et dont la somme
de poids ne dépasse pas la capacité donnée. Il existe plusieurs variantes du probléme
du sac & dos qui émanent d’applications réelles dans des domaines aussi différents que
'informatique (cloud computing, data mining, cryptographie), les télécommunications,

la logistique et 1’énergie.

Dans cette thése nous nous intéressons a deux variantes intéressantes du probléme du
sac a dos, & savoir le probléme du sac a dos avec contraintes disjonctives, et le probléme

du sac & dos multidimensionnel.

Pour le probléme du sac a dos & contraintes disjonctives, nous exposons quatre for-
mulations valides pour le probléme, les trois premiéres en programmes linéaires en
nombres entiers et la derniére est quadratique. Nous nous intéressons par la suite a la
formulation dite standard. Nous étudions le polytope associé et décrivons de nouvelles
classes d’inégalités valides. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
que ces inégalités définissent des facettes. Nous discutons également d’algorithmes de
séparation pour ces inégalités et en utilisant ces résultats, nous développons un algo-
rithme de coupe et branchement pour le probléme.

Parallélement a cette méthode exacte, nous proposons de résoudre le probléme en uti-
lisant la métaheuristique de Recherche Tabou probabiliste, qui n’est autre qu’'une Re-

cherche Tabou dans laquelle on rajoute une pondération sur les mouvements favorisant
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ceux avec les plus hautes évaluations.

Concernant le probléme du sac & dos multiple, nous utilisons une approche hybride
basée sur des relaxations linéaires pour laquelle nous utilisons une technique de décom-

position afin de réduire 'espace des solutions.

Des résultats expérimentaux présentés suite a chaque méthode décrite ci-dessus
montrent la performance des algorithmes proposés pour une résolution efficace d’ins-

tances difficiles du probléme.

Mots clés : Probléme du sac & dos a contraintes disjonctives, probléme du sac a
dos multidimensionnel, polytope, algorithme de coupe et branchement, recherche tabou

probabiliste, approche hybride.



Abstract

Many real problems reduce to the maximization of a profit under a budget or a
capacity constraint. This kind of problems are called knapsack problems and are more
and more interesting praticians and researchers. Knapsack problems are combinatorial
optimization problems that can be described as follows. Given a fixed capacity, and
a set of items each caracterized by a profit and a weight, the objective is to select a
maximum-profit subset of items whose total weight does not exceed the given capacity.
There exist many variants of the knapsack problem that take origin in many real
applications of a variety of domains such that computer science (cloud computing,

data mining, cryptography), telecommunications, logistics, and energy.

In this thesis, we study two variants of the knapsack problem, i.e., the Disjunctively
Constrained Knapsak Problem (DCKP), and the Multidimensional Knapsack Problem
(MKP).

For the DCKP, we first give four valid formulations for the problem. The three first
ones are Integer Linear Programs, and the last one is a quadratic formulation. In this
thesis, we are intrested in the so-called standard formulation. We study the polytope
associated with this formulation and describe several classes of valid inequalities. We
give necessary and sufficient conditions for these inequalities to be facet defining. We
also discuss separation routines for these inequalities and then develop a branch-and-
cut algorithm based on these results.

Along with this exact method of resolution, we develop a probabilistic tabu search
heuristic with multiple neighborhood structures.

Both methods perform very well for an efficient resolution for the DCKP problem.

Concerning the MKP, we develop a hybrid method to solve the problem. This me-

thod is a linear-relaxation-based metaheuristic combined with a technique of solutions’
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space reduction. We also present experimental results showing the performance of our

approach.

Key words : Disjunctively Constrained Knapsack Problem, Multidimensional Knap-
sack Problem, polytope, branch-and-cut algorithm, probabilistic tabu search, hybrid
approach.
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Introduction

Contexte

Cette thése s’inscrit dans le cadre de I'optimisation combinatoire, une des branches
de la recherche opérationnelle et de 'informatique. Elle prote sur des variantes de 'un
des problémes classiques de 'optimisation combinatoire qui est le probléme du sac a
dos. Un probléme de 'optimisation combinatoire consiste a trouver une meilleure so-
lution dans un ensemble fini de solutions. Un tel probléme doit se ramener toujours
4 maximiser ou minimiser une fonction linéaire sous des contraintes linéaires. L’ob-
jectif de I'optimisation combinatoire, n’est pas seulement de trouver une solution qui
satisfait les contraintes, mais plus encore de trouver la meilleure solution possible. Tou-
tefois, le temps d’exécution des méthodes de résolution des problémes d’optimisation
combinatoire, qui sont généralement difficiles, peuvent augmenter exponentiellement
avec la taille du probléme. Dans ce cas il est nécessaire de faire le choix entre trouver
la meilleure solution et on parle ainsi de méthodes exactes, ou de se contenter d’une

solution approchée et on parle ainsi de méthodes heuristiques.

De nos jours, 'optimisation combinatoire a connu un développement important aussi
bien sur le plan théorique qu’au niveau des applications. En effet, I’étude des modéles
théoriques reste d’actualité vu qu’elle permet aux décideurs d’avoir un ensemble de

méthodes de résolution efficaces qu’ils peuvent adapter a leurs problémes particuliers.

Le domaine de l'optimisation combinatoire comprend un nombre considérable de
problémes qui sont souvent trés difficiles a résoudre. Ces problémes sont trés répandus
dans les situations réelles et pratiques telles que le data mining, les télécommunications,
la logistique, l'allocation des ressources, la conception de réseaux ...

L’un des problémes classiques de 'optimisation combinatoire est celui du sac a dos
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(knapsack problem).

Problématique

Le probléme du sac & dos n’est rien d’autre que celui du remplissage d’un sac a dos
d’un randonneur dont le poids ou le volume est limité. Cette limitation est représentée
mathématiquement par des contraintes. L’intérét du randonneur est de maximiser le
profit des objets & emporter sans dépasser le volume du sac.

Chaque objet présente un profit pour le randonneur mais aussi une ou plusieurs valeurs
liées aux contraintes. Dans le cas ou les contraintes sont multiples, on parle du sac a
dos multidimensionnel. Et dans le cas de I'existence d’objets incompatibles, on parle
du sac a dos avec contraintes disjonctives.

Le probléme du sac a dos est trés étudié de nos jours. Il permet de modéliser des
problémes de chargement de cargos, de gestion de stocks, de sélection d’objets, de
budgets, etc... Les premieéres études remontent a ’année 1896 dans ’article de George

Ballard Mathews. [84].

La résolution de ce type de probléme, tout en respectant les contraintes, avec des
méthodes exactes s’avere difficile voire parfois impossible dans le cas des grandes di-
mensions. Cependant, plusieurs méthodes nouvelles ont vu le jour.

— Des méthodes de résolution exactes du probléme du sac a dos telles que les mé-

thodes de «Branch and Bound» et «Branch and Cut» ont été proposées.

— Des méthodes dites heuristiques ou approchées ont attiré I'attention comme des
alternatives possibles ou des compléments aux approches plus classiques. Elles
donnent des valeurs proches de I'optimum recherché.

— Plusieurs méthodes hybrides ont récemment été proposées pour résoudre les pro-
blémes de type sac a dos. Certaines d’entre elles sont basées sur 'exploration

compléte de voisinages de petites tailles.
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Le but de cette thése est de concevoir des méthodes de résolution qui intégrent les
meilleures caractéristiques des métaheuristiques et celles des techniques d’optimisation
exacte pour résoudre efficacement des variantes du probléme du sac a dos. Les approches

proposées sont ensuite validées par une étude expérimentale approfondie.

Contributions

Dans ce travail de thése, nous traitons deux variantes du probléme du sac a dos,
i.e., le probléme de sac a dos & contraintes disjonctives, et le probléme de sac a dos
multidimensionnel. Pour le premier, nous présentons une étude polyédrale poussée et
développons une méthode de résolution exacte, a savoir un algorithme de coupe et
branchement, pour résoudre le probléme. Ceci a fait I’objet d’un article dans les pro-
ceedings de la conférence CODIT (2016) [I2] et d’une publication dans "Journal of
Soft Computing” [13]. Une communication sur cette approche est aussi présentée a
la conférence CO (2016) (International Symposium on Combinatorial Optimization).
Toujours concernant le méme probléme, nous avons proposé une méthode de résolu-
tion heuristique. En effet, nous avons utilisé une généralisation de la métaheuristique de
recherche Tabou, a savoir la Recherche Tabou Probabiliste. Les résultats obtenus ont
fait ’'objet d’une publication [10] dans le Journal "RAIRO-Operations Reserach”. Nous
nous somies intéressés aussi au probléme du sac & dos multidimensionnel. Pour ce pro-
bléme, nous présentons une heuristique hybride basée sur la programmation linéaire
et la réduction du domaine d’exploration de solutions par hyperplans. Les résultats

obtenus ont fait 'objet d’une communication a la conférence "META’12" (2012) [11].

Organisation de la thése

La thése est structurée en six chapitres.

Dans le chapitre 1, nous présentons quelques notions de bases sur 'optimisation
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combinatoire et la programmation mathématique ainsi que sur les méthodes approchées
et métaheuristiques. Nous donnons des notions de base en optimisation combinatoire

et faisons un bref rappel sur la théorie de complexité et la théorie des graphes.

Dans le chapitre 2, nous commencons par présenter le probléme du sac a dos classique,
connu aussi sous le nom du sac a dos unidimensionnel. Nous présentons ensuite certaines
variantes intéressantes du probléme du sac a dos, comme le sac a dos multidimensionnel,
le sac & dos avec contraintes disjonctives, etc... Un état de 'art est donné afin d’exposer
certains travaux récents et pertinents pour chaque variante du probléme du sac a dos.
A la fin du chapitre, nous présentons quelques domaines d’applications des variantes

du sac a dos.

Dans les chapitres 3, 4 et 5, nous nous intéressons a la résolution du probléme du sac
a dos avec contraintes disjonctives, the Disjunctively Constrained Knapsack Problem

(DCKP).

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a l'aspect théorique du probléme DCKP.
D’abord, nous présentons différentes formulations en termes de programmes linéaires
en nombres entiers. Nous considérons la formulation classique, définissons le polytope
associé et étudions I'aspect facial des contraintes de base. Ensuite, nous présentons de
nouvelles familles de contraintes valides pour le probléme. Nous discutons des condi-
tions nécessaires et des conditions suffisantes sous lesquelles ces inégalités définissent

des facettes pour le polytope associé.

En se basant sur ces résultats théoriques, nous développons, dans le chapitre 4, un
algorithme de coupe et branchement pour une résolution exacte du probléme DCKP.
Nous commencons par exposer les algorithmes de séparation pour certaines familles de
contraintes valides. Ensuite, nous exposons les résultats expérimentaux que nous avons

obtenus par 'exécution de notre algorithme de coupe et branchement.

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons a la résolution du probléme DCKP par une
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méthode approchée. En particulier, nous utilisons la métaheuristique de Recherche Ta-
bou Probabiliste. Il s’agit d’une variante de la Recherche Tabou dans laquelle nous
rajoutons une pondération sur les mouvements. Une étude expérimentale sur un en-

semble d’instances de la littérature est par la suite présentée.

Dans le chapitre 6, nous traitons une autre variante du probléme du sac a dos,
a savoir le sac & dos multidimensionnel, Multiple Knapsack Problem (MKP). Afin de
résoudre le probléme MKP, nous proposons une heuristique basée sur la programmation
linéaire. L’heuristique est inspirée de I’heuristique itérative basée sur la programmation
linéaire proposée par Wilbaut et Hanafi [55] ainsi que la technique de réduction de
'espace d’exploration des solutions introduit par Vasquez et Hao [104]. Des résultats
expérimentaux seront aussi présentés.

Nous finirons ce manuscrit par une conclusion dans laquelle nous présentons aussi les

perspectives de ce travail.



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notions de base sur la programmation ma-
thématique et I'optimisation combinatoire d’une part, et les méthodes approchées et
heuristiques d’autre part. Nous commencons par quelques définitions en optimisation
combinatoire, et rappelons des notions de base en théorie de complexité et théorie
des graphes. Nous présentons briévement les polyédres combinatoires et la méthode
de coupes et branchements. Nous présentons aussi des notions reliées aux méthodes
approchées et métaheuristiques. Nous donnons enfin des définitions et des notations

qui seront utilisées tout au long de ce mémoire.

1.1 Programmation mathématique

1.1.1 Optimisation combinatoire

L’ Optimisation Combinatoire est une science émanant de 'informatique et des ma-
thématiques appliquées. Elle consiste & chercher un élément de poids maximum ou
minimum dans un ensemble fini. L’optimisation combinatoire traite les problémes pou-
vant se formuler comme suit : soit £ = {ey, ..., e,} un ensemble fini appelé ensemble de
base, ot chaque élément e; posséde un poids c(e;). Soit F une famille de sous-ensembles
de E. Pour F' un élément de la famille F, c¢(F) = >, _pc(e;) désigne le poids de F.

L’objectif de 'optimisation combinatoire, n’est pas seulement de trouver une solution
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F' qui satisfait certaines contraintes, mais plus encore de trouver la meilleure solution
possible, ¢’est & dire trouver un élément de F, ayant le plus petit (ou le plus grand)
poids.

Il s’agit alors d’un probléme d’optimisation combinatoire dont F représente I'ensemble
des solutions du probléme. Cet ensemble peut avoir un nombre exponentiel d’éléments.
Le mot optimisation veut dire que 'on recherche le meilleur ¢lément de ’ensemble de
solutions.

Le domaine de 'optimisation combinatoire comprend un nombre considérable de pro-
blémes qui sont souvent trés difficiles a résoudre. Ces problémes sont trés répandus
dans les situations réelles et pratiques telles que le data mining, le big data, les télé-
communication, la logistique, 1’allocation des ressources, la conception de réseaux etc.
L’optimisation combinatoire se trouve au carrefour de la théorie des graphes, de la
programmation linéaire et de la programmation linéaire en nombres entiers. Elle est

également trés liée a la théorie de la complexité d’algorithmes.

1.1.2 Rappels de la théorie de la complexité

L’analyse des complexités temporelles des algorithmes permet d’obtenir des bornes
supérieures sur le temps maximum nécessaire pour exécuter l'algorithme. Ces bornes
sont, en général, en fonction de la taille de I'instance du probléme & résoudre.

La théorie de la complexité a été initiée par les travaux d’Edmonds [26] et de Cook [20].
Elle permet de déduire si un probléme donné est facile ou difficile.

Un probléme est une question générale dont les paramétres ont une valeur inconnue.
Chaque probléme est défini par une description de tous les paramétres ainsi qu’une
énumération des conditions que la solution doit satisfaire.

Une instance d'un probléme est obtenue en accordant une valeur a chaque paramétre
du probléme.

Un algorithme permettant la résolution d’un probléme donné est une procédure qui
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peut étre décomposée en opérations élémentaires offrant une solution pour chaque ins-
tance du probléme.

La taille d'un probléme représente le nombre de données nécessaires pour une ins-
tance. Un algorithme est dit polynomial s’il est capable de résoudre une instance par
un nombre d’opérations borné par une fonction polynomiale en n (n étant la taille de
I'instance).

La classe de complexité P décrit ’ensemble des problémes pouvant étre résolus par un
algorithme polynomial. Les problémes de la classe P sont dits faciles.

Un probleme de décision est un probléme admettant deux réponses possibles : oui ou
non.

La classe de complexité NP (Nondeterministic Polynomial) est 1’ensemble des pro-
blémes de décision dont une réponse au probléme peut étre vérifiée en temps polyno-
mial. Tl est évident que la classe P est contenue dans la classe NP.

La classe NP-complet est basée sur la notion de réduction polynomiale. Un probléme
de décision P, se réduit polynomialement en un probléme de décision P, s’il existe une
fonction polynomiale f telle que, pour toute instance I de P;, la réponse est oui si et
seulement si la réponse de f(I) pour P, est oui. Nous notons alors PyaP,. Un probléme
P est NP-complet, s’il appartient a la classe NP et g’il existe un probléme () connu
comme étant NP-complet tel que QaP.

On peut associer un probléme de décision a tout probléme d’optimisation, celui-ci est

dit NP-difficile si le probléme de décision associé est NP-complet.

Pour de plus amples détails sur la NP-complétude, le lecteur peut se référer au livre

de Garey et Johnson [85].

1.1.3 Notions de la théorie des graphes

Un graphe non orienté est noté G = (V, E) ou V est 'ensemble des sommets et E

I’ensemble des arétes. Si e € E est une aréte qui relie les deux sommets u et v, alors



1.1 Programmation mathématique 9

u et v sont dits les extrémités de e. Nous écrirons e = uv ou e = {u,v}. Si u est une
extrémité de e, alors u (resp. e) est dit incident a e (resp. u). De méme, deux sommets
u et v formant une aréte sont dits adjacents.

Un graphe orienté est noté D = (V, A) ou V est ensemble des sommets et A Pen-
semble des arcs. Si a € A est un arc partant du sommet u au sommet v, alors u et v
seront appelés respectivement le sommet origine et le sommet destination de a. Nous
noterons a = (u,v).

Un graphe est dit simple s’il s’agit d’un graphe sans boucle de telle fagon qu’entre deux
sommets il y a au plus une aréte. Un graphe complet est un graphe simple, dont tous
les sommets sont adjacents les uns aux autres.

Le degré dg(v;) d'un sommet v; € V est égal au nombre d’arétes dont ce sommet
est une extrémité. Dans un graphe orienté, un sommet v; € V est caractérisé par
deux demi-degrés : le demi-degré extérieur dj(v;) correspondants aux arcs sortant du
sommet v; et le demi-degré intérieur dg(v;) qui désigne le nombre d’arcs y entrant.
de(vi) = dg(vi) + dg(vy).

Considérons un graphe non orienté G = (V, E) et soit I C E un sous-ensemble d’arétes.
V(F) représente 'ensemble des extrémités des arétes de F. De méme, si W C V est un
sous-ensemble de sommets, alors E(W') dénote 'ensemble des arétes ayant leurs deux
extrémités dans W.

Soit W CV, H= (W, E(W)) est dit sous-graphe de G induit par W et sera noté par
G(W).

Soient u et v deux sommets de V. Une chaine (resp. un chemin) P entre u et v

(resp. allant de u & v) est une séquence alternant sommets et arétes (resp. arcs),

i.e., (Vg, €1, V1, €2,Va, ..., Vk_1, €k, Ug) (resp. (vo, a1, vy, ag, Vo, . .., Ug_1, Gk, Vg)) OU Vg = U,

v = v, e; = v;_1v; (resp. a; = (v;_1,v;)) pour i = 1,... k et vy, ..., v sont des som-

mets distincts de V. P peut également étre désignée par sa séquence d’arétes (eq, ..., e,)
s 9 s

(resp. sa séquence d’arcs (ag,...,a,)) ou sa séquence de sommets (vy, ..., Vpi1)-

Un cycle est un chemin vy, vy, ..., v tel que vy = vy.

Si F' C E, on notera par G\ F le graphe obtenu a partir de G en supprimant les arétes
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de F. Si F est réduit a une seule aréte e, nous écrirons G'\e au lieu de G\{e}.

W V\W

FIGURE 1.1 — Une coupe §(W)

Soit W C V, W # (), un sous-ensemble de sommets de V. L’ensemble des arétes
ayant une extrémité dans W et l'autre dans V\W est appelé coupe et noté 6(W) (voir
Figure . En posant W = V\W, nous avons §(W) = §(W). Si W est réduit a un
seul sommet v, nous écrirons §(v) au lieu de 6({v}).

Etant donnés W et W’ deux sous-ensembles disjoints de V', alors dg (W, W) représente
I’ensemble des arétes de G qui ont une extrémité dans W et l'autre dans W'. Lorsque
W et W’ sont réduits a un seul sommet, on notera [u,u'] a la place de dg({u}, {u'}).
SiVi,...,V,, (p > 2) est une partition de V', alors §(V4,...,V],) représente I'ensemble
des arétes ayant leurs extrémités dans des éléments différents de la partition (i.e.,
e = uv telles que u € V;, v € Vj et i # j).

Un ensemble de sommets ou d’arétes S dans un graphe est dit mazimal respectant
la propriété P, s’il vérifie la propriété P et s’il n’existe pas d’ensemble contenant S et
vérifiant cette propriété. L’ensemble S est dit mazimum respectant la propriété P si,
parmi tous les sous-ensembles de sommets ou d’arétes de G respectant la propriété P,
S est celui qui a la cardinalité la plus grande. Les termes minimal et minimum sont
définis de maniéres analogues.

Etant donné un graphe G = (V, E), un stable dans G est un ensemble de sommets
deux & deux non adjacents. Le probléme du stable de cardinalité maximum consiste
a trouver un stable dont le nombre de sommets est maximum [95]. La cardinalité du

stable maximum est notée par o(G).
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Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets en deux
sous-ensembles U et V telle que chaque aréte ait une extrémité dans U et 'autre dans
V. En d’autres termes, un graphe est biparti si 'on peut regrouper les sommets en
deux groupes distincts sans aucun lien entre les sommets de chaque groupe.

Une clique de G est un sous-ensemble de sommets W C V dont le sous-graphe induit
G (W) est complet. Une clique est dite mazimale si son cardinal est le plus grand.
Soit un ensemble limité V' = {vy,...,v,}, un hypergraphe H sur V est une famille

& ={FE1, Es, ..., E,,} de sous-ensembles de V' tels que

E; # 0 pourtout i = 1,...,m

On notera I'hypergraphe par H = (V,&). Les éléments vy, ...,v, de V sont ap-
pelés sommets, et les ensembles Fi, ..., F,, sont appelés hyperarétes. L’hypergraphe
H = (V,&) est dit simple si aucune hyperaréte n’est strictement contenue dans une
autre hyperaréte, c’est a dire E; ¢ E; pour tout £;, E; € &. Un graphe sans boucles
est un hypergraphe ou chaque hyperaréte contient exactement deux sommets. Soit un
hypergraphe H = (V, &), un hypercycle est une séquence alternée de sommets et d’hy-
perarétes (vy, By, vg, ..., 0%, Bk, v1) avec v;,v;41 € E;, pour @ = 1,...,k, ou les indices

sont modulo k.

1.1.4 Approche polyédrale et méthode de coupes et branche-

ments

Pour résoudre un probléme d’optimisation combinatoire, on peut penser & une mé-
thode énumeérative qui consiste & énumeérer toutes les solutions de ce probléme, & cal-

culer la valeur de chacune des solutions et & en choisir la meilleure. Cependant, bien
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qu’il soit fini, le nombre de solutions peut étre important et parfois exponentiel. Cette
méthode énumérative peut en conséquence atteindre rapidement ses limites. Ainsi, il
s’est avéré nécessaire de développer des techniques qui permettent de résoudre ce genre
de problémes plus efficacement. L’une des méthodes les plus puissantes est ’approche
dite polyédrale, une approche introduite par Edmonds en 1965 [26] pour le probléme

du couplage.

Pour plus de détails sur cette approche, consulter par exemple [95] [76].

1.1.4.1 Définitions

Soit n € IN. IR" désigne I’ensemble des vecteurs ayant n composantes réelles et IR
I’ensemble des nombres réels positifs.
Un point x € IR" est dit combinaison linéaire de z',..., 2™ de IR" s’il existe
Ay Am € IR tels que x = >0 Nt
De plus :
Si Yo" A =1, x est dit combinaison affine des points z', ..., z™.

Si A € Ry pouri=1,...met > " A\ =1, x est dit combinaison convere des points

zb ™
points de S
Conv(S) /
\
FIGURE 1.2 — Enveloppe convexe
Etant donné un ensemble S de points z',..., 2™ € IR". On désigne par :
conv(S) = {z € IR" | z combinaison convexe de x',... 2™} Uenveloppe conveze (voir

Figure .
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aff(S) = {x € IR"|x combinaison affine de x',... 2™} Denveloppe affine de
A LU
Des points 2!, ..., 2™ € IR" sont linéairement indépendants (resp. affinement indépen-

dants) si le systéme

m
Z )\Z‘ZEZ =0
i=1
m m
(resp. Z Nzt =0 et Z Ai =0)
i=1 i=1
admet une solution unique \; =0 pourt=1,...,m.
Si 0 ¢ aff(S) alors les points x',... 2™ sont affinement indépendants si et seulement

s’ils sont linéairement indépendants.

On appelle polyedre P 1'ensemble des solutions d’un systéme fini d’inégalités linéaires
c’est a dire P = {z € IR" | Az < b}, ot A est une matrice de taille m x n et b un
vecteur a m composantes.

Un polytope est un polyédre borné. C’est a dire un polyédre P C IR" est un polytope
s’il existe x!, 22 € IR" tel que z! < 2 < z? pour tout x € P.

Si le nombre maximum de points de P de IR" affinement indépendants est p + 1, on
dit que le polyédre P est de dimension p, et on note dim(P) = p. Un polyédre P de
IR" est de pleine dimension si dim(P) = n. Considérons un polyédre P C IR" décrit

par le systéme suivant :

RS ip— A <b;, i=1,...,m
Bjx=d;, j=1,...,m

Une inégalité ax < « est dite valide pour un polyédre P de IR" si elle est vérifiée pour
toute solution de P.
Soit x* € IR". Une inégalité ax < « est dite violée par x* si ax* > «a. (voir Figure .
Si ax < « est une inégalité valide de P, le sous-ensemble F' = {x € P | ax = a} est
appelé face de P définie par ax < a. Remarquons que dim(F) < dim(P).
Une face F est dite propre si F' # P et F # (). Une face propre F est une facette de P



14 Notions préliminaires

points extrémes

non valide ‘

valide

valide

face propre
facette

valide
face propre

FIGURE 1.3 — Contraintes valides, faces et facettes

si dim(F) = dim(P) — 1.
Un point extréme d’un polyédre P est une face de P de dimension 0. Il est facile de
voir qu'un point z € IR" est un point extréme d’un polyédre P, s’il ne peut pas étre

écrit comme combinaison convexe d’autres points de P.

1.1.4.2 Approche polyédrale

L’approche polyédrale consiste a ramener la résolution d’un probléme donné a la
résolution d’'un programme linéaire en décrivant l’enveloppe convexe de ses solutions
par des inégalités linéaires. La méthode a été montrée puissante et trés efficace pour la
résolution a 'optimum de problémes difficiles d’optimisation combinatoire.

Soient P un probléme d’optimisation combinatoire, 8 ’ensemble des solutions de P, £
I’ensemble de base de P et ¢ la fonction poids associée aux variables du probléme. Le
probléme P s’écrit donc maz{cz | z € 8}.

Si T est un sous-ensemble de F, le vecteur 27 € IR¥ (ayant |E| composantes associées
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aux éléments de E) tel que

T 1 sieeT,
x(e) =
0 sinon,
est appelé vecteur d’incidence de T.
Le polyédre
P(8) = conv{z® | S € 8}

est appelé polyédre des solutions de P (ou polyédre associé a P).

Le probléme P est par conséquent équivalent au programme linéaire maz{cz | x €
P(8)}. P(8) peut ainsi étre caractérisé par un ensemble de contraintes linéaires ou
chaque contrainte définit une facette. Si on peut décrire entiérement le polyédre P(S)
par un systéme d’inégalités linéaires, le probléme P se raméne donc & la résolution d’un
programme linéaire.

Une étude approfondie du polyédre associé au probléme est nécessaire pour cette trans-
formation. Notons qu’'une caractérisation compléte de ce polyédre est en général difficile
a établir. Cependant, 1'utilisation de la méthode de coupes et branchements (Branch
and Cut method), permet de garantir une description partielle du polyédre pouvant
étre suffisante pour résoudre efficacement le probléme & l'optimum. Cette méthode
combine la méthode de génération de nouvelles contraintes (Cutting plane method) et

la méthode de séparations et évaluations (Branch and Bound method).

1.1.4.3 Méthode de coupes et branchements

La méthode de coupes et branchements pour un probléme d’optimisation combina-
toire est basée sur le probléme dit de séparation. Soit P un polyédre dans IR". Le
probleme de séparation associé & P consiste a vérifier pour un point z* € IR" si x*
appartient & P, ou bien A trouver une contrainte a’z < b valide pour P et violée par

T

x* dans le cas contraire. Dans ce deuxiéme cas, I’hyperplan o'z = b sépare P et x*
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aTx>b

FIGURE 1.4 — Hyperplan séparant x* et P

(voir Figure [L.4)).

L’un des plus importants résultats de I’optimisation combinatoire est la relation étroite
entre séparation et optimisation. Grotschel, Lovasz et Schrijver [47] ont montré qu’un
probléme d’optimisation sur un polyédre P est polynomial si et seulement si le pro-
bléme de séparation associé a P peut étre résolu en temps polynomial.

Considérons un probléme d’optimisation combinatoire P de la forme max{cx | Ax <
b,z entier} et soit P le polyédre associé a P. Supposons donné un systéme Az < b
de contraintes valides pour P contenant comme sous-systéme les contraintes de base
du probléme. La méthode de coupes et branchements peut étre décrite comme suit.
On commence par résoudre un programme linéaire P, = maz{cz | Ajx < b} ou
Az < by est un sous-systéme de Az < b ayant un nombre raisonnable de contraintes.
Si la solution optimale obtenue pour P;, disons xp, est entiére et satisfait le systéme
Ax < b, alors elle est optimale pour P. Sinon, on résout le probléme de séparation
associé 4 Ax < b et z1. Si on trouve une contrainte a;z < a; violée par x;, celle-ci
est rajoutée au systéme A;z < b; et nous obtenons un nouveau programme linéaire
Py = max{cr | Ajx < by, a1 < a;}. De nouveau, on résout P,. Si la solution optimale
xy de P, est entiére et vérifie Ax < b alors est optimale, sinon, comme pour x; on
résout le probléme de séparation associé & Az < b et 5. Si asr < vy est une contrainte
violée par z,, elle est rajoutée au systéme A,z < by et ainsi de suite. En continuant ce

processus appelé phase de coupe, on peut trouver, soit une solution optimale pour P,
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soit une solution x*, fractionnaire et pour laquelle on ne peut plus générer de contrainte
violée. A ce stade, on procéde a une phase dite de branchement consistant & construire
un arbre de Branch and Bound. On choisit une variable fractionnaire z;. On résout
ainsi deux nouveaux programmes linéaires (nouveaux nceuds de I'arbre de Branch and
Bound) en ajoutant soit la contrainte z; = 0, soit x; = 1 au programme linéaire ob-
tenu a la fin de la phase de coupes. Pour chacun de ces nouveaux sous-problémes,
on applique de nouveau une procédure de coupes. Si une solution optimale de P n’a
pas été trouvée, on sélectionne une feuille de ’arbre et on recommence une phase de

branchement.

L’approche de coupes et branchements est actuellement largement utilisée pour la
résolution de problémes d’optimisation combinatoire difficiles. Généralement, cette mé-
thode de coupes et branchements est plus efficace pour les instances de petites a
moyennes tailles. Lorsque les instances des problémes deviennent assez large, les mé-
thodes approchées (heuristiques ou métaheuristiques) permettent d’avoir des solutions
de bonne qualité en un temps de résolution raisonnable. Ces méthodes sont décrites

dans la section suivante.

1.2 Meétaheuristiques

Les heuristiques et métaheuristiques jouent un role primordial dans 'optimisation
combinatoire essentiellement pour de nombreux problémes pratiques de grande taille.
Leur objectif principal est de fournir en temps de calcul raisonnable des solutions de
bonne qualité proches de 'optimum.

Les métaheuristiques sont des méthodes approximatives génériques qui peuvent s’ap-
pliquer a différents problémes. Elles sont généralement définies par des algorithmes sto-
chastiques itératifs, qui partent d’une solution initiale et progressent vers une solution
optimale. Elles se comportent comme des algorithmes de recherche tentant d’apprendre

les caractéristiques d’un probléme afin d’en trouver une approximation de la meilleure
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solution.

On peut distinguer les métaheuristiques mono-solution telles que la recherche tabou, le
recuit simulé, la recherche a voisinages variables, et les métaheuristiques multi-solutions
qui générent une population de solutions initiales telles que I'algorithme génétique et la
recherche dispersée. Nous présentons par la suite certaines approches métaheuristiques

assez connues. Pour plus de détails voir par exemple |[38], 25] [44].

1.2.1 Meétaheuristiques mono-solution

1.2.1.1 Recherche locale

La recherche locale est considérée comme une stratégie pour explorer ’espace de re-
cherche qui se compose des solutions candidates.
Les algorithmes de recherche locale partent d’une solution initiale zy et passent d’une
solution = & une autre 2’ tout en explorant un ensemble de solutions voisines V() jus-
qu’a ce qu’une solution optimale (optimum local) soit trouvée ou que le critére d’arrét
défini soit atteint.
L’ensemble des solutions V' (z) est obtenu en appliquant les changements a [ compo-
santes de la solution x. La taille du voisinage varie selon le choix de la valeur de [.
En effet, si [ est petit, chaque solution ne peut avoir qu'un nombre réduit de solutions
voisines. Par contre si [ est plus grand, chaque solution aura plus de solutions voisines.
En outre, la croissance du nombre de solutions voisines est exponentielle par rapport
al.
La taille du voisinage doit étre choisie judicieusement. En effet, un algorithme ayant
une taille de voisinage assez grande pourrait perdre en temps d’exécution ce qu’il pour-
rait gagner en qualité de la solution voisine. En d’autres termes, il prend du temps pour
choisir la prochaine solution qui aura plus de chance d’étre bonne.
En général, la recherche locale trouve une solution localement optimale, mais pas obli-

gatoirement globalement optimale. Si une solution x est meilleure que toute solution
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' € V(x), elle peut étre un optimum local si x est sur un plateau, ou si x est au

sommet d’un pic qui n’est pas le plus haut.

1.2.1.2 Recherche tabou

La recherche avec tabou a été initalement introduite par Fred Glover en 1986 [41].
Elle est devenue par la suite trés utilisée, grace au succés qu’elle a connu pour résoudre
de nombreux problémes. La recherche tabou est une stratégie d’une recherche locale
congue pour échapper aux optima locaux. Son principe est de choisir a chaque itération
la meilleure solution 2z’ dans le voisinage V(x), méme si 2’ n’est pas meilleure que x.
Avec ce choix on risque de revenir immeédiatement a la solution z. Pour éviter ce
risque, on crée une liste T', appelée liste taboue, qui mémorise les derniéres solutions
visitées afin d’empécher le déplacement de nouveau vers ces solutions. La liste T" est une
mémoire a court terme (i.e., les solutions ne demeurent dans 7' que pour un nombre
limité d’itérations). Si une solution s est dans 7" on dit que s est une solution taboue.
De méme, tout mouvement qui améne de la solution courante a une solution de 7' est
appelé mouvement tabou.

En pratique, la mémorisation de plusieurs solutions dans 7' demande habituellement
beaucoup de place mémoire. De plus, il peut étre difficile de vérifier si une solution
donnée est dans T'. Par conséquent, il est en général préférable de mémoriser seulement
des attributs d’une solution ou des modifications apportées.

Deux mécanismes intéressants nommeés intensification et diversification sont mis en
oeuvre pour améliorer ’algorithme de la recherche tabou. Ces mécanismes utilisent une
mémoire & long terme. L’intensification explore les zones prometteuses de I'espace de
recherche tandis que la diversification consiste a diriger la recherche vers des solutions

non visitées.
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1.2.1.3 Recuit simulé

En métallurgie, on alterne, pour minimiser I’énergie, des cycles de refroidissement
lent et de réchauffage. Par exemple, pour renforcer la résistance de la piéce a fabriquer
et éviter la possibilité d’avoir des trous vides & I'intérieur du métal, le refroidissement
de lacier se fait lentement.

En 1983 et en s’inspirant de cette procédure, une métaheuristique dite recuit stmulé a
été mise au point par S. Kirkpatrick, et ses colléegues [72].

Les algorithmes de la méthode recuit simulé font partie de la famille de recherche lo-
cale dont le principe est de diversifier la recherche en autorisant des mouvements moins
bons en fonction d’'une probabilité d’acceptation. Celle-ci décroit avec le temps pour
éviter le blocage dans un optimum local. Elle est donnée par p(Af,T) = e_%, ou Af
est la variation de la fonction objectif et T est un paramétre désignant la température.
Cette métaheuristique converge vers une solution optimale du probléme sous certaines
conditions. Toute modification permet de changer I’état du systéme et entraine une
variation de I’énergie qui est calculée a partir de la fonction a optimiser. Si la variation
est négative, elle sera appliquée & la solution courante puisqu’elle baisse I’énergie du
systéme. Si elle est positive, elle pourrait également étre acceptée selon une certaine
probabilité. L’idée est qu’on refroidit lentement et de temps en temps on réchauffe,
c’est & dire on peut accepter une variation positive contraire a ’objectif. Ainsi, la tem-
pérature consiste un élément important de l’algorithme.

L’inconvénient de 'algorithme du recuit simulé réside dans le choix de maniére expé-
rimentale des différents paramétres. Ces paramétres peuvent concerner la température
initiale comme ils peuvent concerner la loi de décroissance de la température ou les

critéres d’arrét.
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1.2.1.4 Recherche a voisinage variable

En 1997 Mladenovic et Hansen [86] proposent une nouvelle métaheuristique dite re-
cherche a voisinages variables (Variable Neighborhood Search :VNS) utilisant plusieurs
types de voisinages.

Cette méthode est basée sur le changement systématique de voisinage pour éviter le
blocage dans un minimum local. Ce changement de voisinage s’opére au cas ou 'on
n’arrive pas a améliorer la solution courante x.

Soit un ensemble fini de voisinages £ = {V(1)(z),...,V(T)(x)}, ot V(t)(x) est 'en-
semble des solutions voisines de = dans le t“"¢ voisinage.

Au cours d’une itération de I’algorithme de la recherche & voisinage variable, on génére
une solution 2’ voisine de la solution courante x dans V'(¢)(z). Si 2’ n’est pas meilleure,
on change de voisinage pour générer une autre solution 2’ dans V(¢ + 1)(z). Sinon, 2’
devient la solution courante et on recommence le processus en partant de la premiére

structure de voisinage V' (1)(z).

1.2.2 Meétaheuristiques multi-solutions

Dans la section précédente, nous avons présenté quelques métaheuristiques partant
d’une seule solution initiale et cherchant a 'améliorer. Dans cette section, nous décri-

vons quelques métaheuristiques qui se basent sur une population de solutions initiales.

1.2.2.1 Algorithme génétique

Le nom de cette méthode provient du processus de sélection naturelle fondé sur la
lutte pour la vie et ot les individus les plus adaptés tendent a survivre plus longtemps
et a se reproduire plus facilement gagnant ainsi la compétition de la reproduction tandis

que les moins adaptés meurent avant la reproduction.
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En génétique humaine, la combinaison connue en Anglais par Crossing-Over consiste
au croisement de 2 chromosomes et a 1’échange de portions d’ADN donnant lieu a de
nouveaux chromosomes. Dans le cas naturel, au sein d’'un chromosome, un géne peut
prendre la place d’un autre, il s’agit du phénomeéne de mutation.

En 1975, Holland [65] a proposé un algorithme qui se base sur la sélection naturelle et
qui utilise des opérateurs inspirés de la génétique, i.e., le croisement et la mutation,
pour faire évoluer une population de chromosomes vers une nouvelle population.

Un chromosome ou individu qui se compose de génes représente une solution possible
du probléme a résoudre. Une population est un ensemble d’individus. La technique de
I’algorithme génétique part d’une population initiale dont le contenu peut étre généré
de maniére aléatoire ou par un générateur adéquat.

Pour une itération ¢ de l'algorithme, on commence par sélectionner certains individus
de la population P(t) (les parents). Ensuite, on procéde a la transformation de quelques
uns avec les opérateurs génétiques pour générer une nouvelle population P(¢ + 1) (les
enfants). On s’attend a ce que les individus de cette nouvelle population soient meilleurs
que ceux de la population de la génération précédente. Chaque individu est évalué par
une fonction d’évaluation couramment connue sous l'appellation de force ou fitness.

Cette fonction sert a guider la sélection des bons individus.

1.2.2.2 Recherche dispersée

Comme les algorithmes génétiques, la recherche dispersée est une métaheuristique
évolutive travaillant sur une population de solutions initiales.
La recherche dispersée, ou « scatter search » en anglais, a été proposée par Glover en

1977 [40]. Elle est basée sur les cinq méthodes suivantes :

1) Une méthode de génération qui consiste & produire une population de solutions.

2) Une méthode d’amélioration ayant pour but de transformer une solution initiale

en une ou plusieurs solutions améliorées.
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3) Une méthode de mise a jour dont 'objectif est de construire et maintenir un sous-
ensemble de la population appelé “référence” qui contient les meilleures solutions
trouvées (le terme meilleur ne correspond pas a la seule valeur de 'objectif du

probléme mais intégre aussi la notion de diversité).

4) Une méthode de génération d’un sous-ensemble qui consiste & sélectionner un

sous-ensemble de I'ensemble de référence afin de créer des solutions combinées.

5) Une méthode de combinaison de solutions dont 'objectif est de transformer le
sous-ensemble de solutions produit par la méthode de génération précédente, en

un ou plusieurs nouvelles solutions.

La méthode de recherche dispersée débute par produire une population initiale a
partir de laquelle un ensemble de solutions “référence” (de petite taille) contenant les
solutions de bonne qualité et diverses sera choisi.

De plus, la combinaison des solutions se fait sur un ensemble sélectionné de ’ensemble
référence. Des nouvelles solutions se déduisent, seront améliorées et ajoutées a la po-
pulation référence afin de la mettre a jour. Ce processus est itératif.

La recherche dispersée est alors basée sur 'obtention d’informations concernant la ou
les solutions optimales & partir d’un ensemble de solutions élites diverses puis le choix
d’une ou plusieurs heuristiques dans la combinaison des solutions pour générer des solu-
tions dans un espace voisin. Le choix de deux solutions (ou plus) dans les combinaisons

permet d’exploiter 'information contenue dans ’ensemble de ces solutions.

1.2.2.3 Algorithme de colonies de fourmis

Cette métaheuristique s’inspire du comportement des fourmis pour trouver de bonnes
solutions a des problémes d’optimisation combinatoire. Elle a été proposée par Dorigo,
Maniezzo et Colorni [19, 24]. Son principe repose sur la fagon avec laquelle les fourmis
cherchent leur nourriture et retrouvent leur chemin pour retourner dans la fourmiliére.

Au début, la fourmi explore le pourtour du nid de facon aléatoire. Dés qu’une source
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de nourriture est repérée, son intérét est évalué selon la quantité et la qualité puis la
fourmi raméne un peu de nourriture au nid. Durant le chemin de retour, elle dépose
une quantité de phéromone, trace chimique qu’elle arrive & détecter, dépendant de
I’intérét de la source de la nourriture. Puisque toutes les fourmis feront la méme chose,
les quantités de phéromone laissées augmentent plus rapidement pour les sources de
nourriture proches de la fourmiliére et lorsque plusieurs traces ménent a la méme source,
les traces correspondant aux chemins les plus rapides menant aux sources de nourriture
les plus importantes sont marquées par de fortes traces. De cette maniére les fourmis
arrivent a optimiser leurs déplacements.

Pour transposer ce comportement & un algorithme général d’optimisation combinatoire
on fait une analogie entre l'aire dans laquelle les fourmis cherchent la nourriture et
I’ensemble des solutions admissibles du probléme, entre la quantité ou la qualité de la
nourriture et la fonction objectif & optimiser et enfin entre les traces et une mémoire

adaptative.

1.3 Approches hybrides

On parle d’hybridation quand la métaheuristique considérée est composée de plus
d’une méthode se répartissant les taches de recherche. Ces méthodes hybridées peuvent
étre déterministes ou approchées ou les deux selon les cas. Cependant il existe plusieurs
types d’hybridations possibles dont ce qui suit :

— on peut utiliser une recherche locale dans les méthodes évolutives. Ce genre de
recherche réduit le risque de passer a coté d’une solution optimale sans la concevoir
et 'enregistrer. La méthode évolutive détecte les bonnes régions dans ’espace de
recherche et la recherche locale explore efficacement les régions prometteuses.

— On peut exécuter simultanément diverses métaheuristiques, voire méme plusieurs
fois la méme métaheuristique mais avec divers paramétres.

— On combine les métaheuristiques avec des méthodes exactes.
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Toutes ces formes d’hybridation et d’autres sont étudiées sur des exemples concrets et
chacune des méthodes présente des avantages et des inconvénients selon les circons-
tances de I'exemple traité ou selon les conditions de travail. La qualité de la solution
recherchée (les dimensions de I'espace de recherche, les dimensions des contraintes a
respecter) et le temps d’exécution sont des paramétres majeurs pour le choix des mé-

thodes d’exécution.



CHAPITRE 2

Le probléme du sac a dos : variantes,

état de 'art et applications

Sous le terme du sac a dos sont regroupées différentes variantes de problémes clas-
siques d’optimisation appartenant a la classe de problémes non déterministes polyno-
miaux. Nous présentons dans ce chapitre deux variantes du probléme du sac a dos,
le probléme du sac a dos multidimensionnel (MKP : Multidimensional Knapsack Pro-
blem) et le probléme du sac a dos avec contraintes disjonctives (DCKP : disjunctively
constrained knapsack problem) qui seront I'objet de nos études dans cette thése. Nous
abordons une étude bibliographique pour chacune de ces variantes. Nous citons ensuite
autres variantes du probléme du sac a dos puis nous terminons par quelques domaines

d’application de ce probléme.

2.1 Sac & dos multidimensionnel

2.1.1 Formulation mathématique

Le probléme du sac a dos est I'un des problémes classiques les plus étudiés dans la
littérature. En effet, les premiéres études de ce probléme remontent & 'année 1896 dans

Iarticle de George Ballard Mathews [84]. De plus sa formulation simple et sa complexité
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de résolution (parmi les 21 problémes démontrés NP-difficiles par Karp [70]) ont en fait

un probléme majeur traité par les méthodes d’optimisation combinatoire.

Les problémes de type sac a dos sont des problémes d’optimisation combinatoire
semblables a celui du remplissage d’un sac & dos d’un randonneur dont le poids ou
le volume est limité. Cette limitation est présentée mathématiquement par une ou
plusieurs contraintes de capacité. L’'intérét du randonneur est de maximiser le profit
des objets a emporter. Donc sous la contrainte de limitation de capacité, un choix

d’objet s’impose.

Chaque instance du probléme du sac a dos est caractérisée par n objets j =1,...,n,
chaque objet j a un profit p;, et un poids w; et le sac a une capacité c. Tout vecteur
binaire x = (z1,...,,) est une solution réalisable du probléme du sac a dos si elle

vérifie la contrainte de capacité donnée par
n
ij:z:j <ec. (2.1)
j=1

Une solution, notée x*, est optimale si elle est réalisable et si elle maximise la somme

des valeurs profits des objets mis dans le sac, on a alors pour toute solution réalisable x :

Z cjT; > Z CiT;. (2.2)
j=1

J=1

Ainsi, la formulation du probléme du sac a dos unidimensionnel en variable binaire

est la suivante :

S
(KP)q sc. Y0 wry <c (2.3)
z e {0,1}",

olt p;j, w; (j =1...n) et c sont des entiers positifs et pour chaque objet j la variable
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binaire x; = 1 si j est pris dans le sac a dos, 0 sinon.

Le probléme du sac a dos est parmi les premiers problémes montrés NP-Complets.
Parmi les méthodes utilisées pour la résolution du probléme du sac a dos standard
(unidimensionnel) on cite la méthode gloutonne qui construit une solution de maniére
incrémentale. L’algorithme consiste a dresser un ordre profit/poids de la maniére sui-
vante : py/wy > pa/wy > ... pp/w,. Cet ordre sert a choisir des objets en respectant
I'ordre et la capacité résiduelle du sac, la solution obtenue par cette méthode est gé-
néralement utilisable par les algorithmes approchés comme solution initiale. Dans [97],
Shi propose un algorithme de colonie de fourmis pour résoudre le probléme du sac a
dos. Truong et al. [I02], eux, proposent de résoudre le KP par une métaheuristique ins-
pirée de la réaction chimique (CRO : Chemical Reaction Optimization). Les premiers
algorithmes de séparation et évaluation pour le KP sont apparus au début des années
1970. Nous mentionnons a titre d’exemple, les algorithmes proposés par Horowitz et
Sahni [66], Fayard et Plateau [29], Robert M. Nauss [87] et Martello et Toth [&1].
D’autres algorithmes exacts qui reposent sur la programmation dynamique due a Bell-
man [9] peuvent aussi étre cités (|80], [93]). Aussi, Marsten et al. [79] proposent un
algorithme combinant la méthode de séparation et évaluation avec la programmation
dynamique.

Pour plus de détails sur ce probléme, consulter par exemple [71] et [82].

Le probléme du sac & dos multidimensionnel (MKP) est un probléme du sac a dos
avec plusieurs contraintes de capacités (m contraintes). Il est donc une généralisation
du probléme KP qui correspond au cas ou m = 1. Le probléme MKP peut étre modélisé
comme un programme linéaire de la maniére suivante :

( n

max ==Y, pa;

n

(MKP) S.C. ijl Wi T 5 <¢ Vie {1, C ,m}, (24)

z € {0,1}",
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ou p;, w; et ¢; sont des entiers positifs, n nombre d’objets et m nombre de contraintes.

Il existe différentes appellations de ce probléme autre que sac & dos multidimensionnel

par exemple probléme du sac a dos multiple ou du sac a dos multi-contraintes.

2.1.2 Meéthodes de résolution du MKP

Le probléme du sac & dos multidimensionnel a fait 'objet de plusieurs études dans

la littérature. Il constitue aussi I’axe principal du sixiéme chapitre.

Plusieurs algorithmes basés sur la recherche tabou ont été proposés pour la résolution
du probléme du sac & dos multidimensionnel. Glover et Kochenberger [45] ont présenté
un algorithme basé sur la recherche tabou qui utilise une mémoire flexible intégrant des
informations de fréquence. Hanafi et Fréville [53] proposent une approche de recherche
tabou basée sur la stratégie de l'oscillation et I'information obtenue de la contrainte
surrogate. Cet algorithme alterne entre des phases constructives et destructives et per-
met la visite des solutions non réalisables au cours de la recherche. Dans [107] Wilbaut
et al. présentent une méthode hybride appelée intensification globale obtenue par la
création de la coopération entre les algorithmes de programmation dynamique et de la
recherche tabou.

Dans [104] Vasquez et Hao proposent un algorithme tabou explorant des espaces
de recherche réduits 2 d’une maniére controlée autour d’un optimum continu Zp
de la relaxation linéaire. L’ensemble 2} correspond & lintersection de I’hyperplan
H, = {x € {0,1}"|ex = k} avec e = (1,...,1) et la sphére S de noyau Zp, et de
rayon bien choisi 0; 2 = {z € {0,1}"|Wz < ¢, ex =k, 02w, Zx) < Omaz}
ot §(xpy, Zky) correspond a la distance entre les solutions xpy et Zj), et dyap st un
rayon convenablement choisi et qui permet la disjonction des 2} de facon a éviter la

redondance d’exploration des processus de la recherche tabou.

Dans [54], Wilbaut et Hanafi proposent une méthode basée sur la recherche dispersée
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(Scatter Search) pour résoudre le MKP. Ils commencent par générer une population
initiale diverse en utilisant un générateur basé sur la relaxation. Ensuite, ils utilisent la
recherche locale pour améliorer chaque solution trouvée. L’algorithme proposé combine

la recherche tabou et la méthode des chemins reliants avec la recherche dispersée.

Dans [106], Wilbaut et Hanafi proposent une heuristique basée sur la programmation
linéaire. Le principe de 'algorithme est de résoudre de maniére exacte une série de

problémes réduits générés a partir d’une série de relaxations linéaires.

Alaya, Solnon et Ghédira [2] décrivent un algorithme de colonie de fourmis (Ant
colony Optimization). Les auteurs proposent de déposer des traces de la phéromone
sur les couples d’objets sélectionnés dans une méme solution. Fidanova [31] proposent

de déposer de la phéromone sur le chemin formé par la suite d’objets sélectionnés.

Chu et Beasly [18] utilisent un algorithme génétique pour la résolution du probléme
MKP. Partant d’une population donnée d’individus, les auteurs mettent en évidence
le processus de I'algorithme génétique en considérant qu’une solution possible du pro-
bléme est semblable & un chromosome et que chaque individu de la population solution
est un géne. Les auteurs proposent ’appel a une heuristique qui rend toute solution

rencontrée non réalisable en une réalisable.

Oliva et al. [91] proposent une méthode hybridant la programmation linéaire (PL) et
la programmation par contrainte (PPC). La procédure a suivre est celle de séparation
et évaluation : & chaque noeud de 'arbre de séparation et d’évaluation, la relaxation
linéaire courante du probléme est résolue. Si la borne supérieure est plus petite que la
valeur de la meilleure solution alors la contrainte de coiit réduit est générée et ajoutée au
sous probléme courant dans le modéle (PPC). Il se peut que les réductions de domaine
induites par la propagation coupent la solution optimale continue de la PL, dans ce cas
la relaxation linéaire qui prend en compte les derniéres réductions est résolue une fois
de plus et le processus peut se répéter jusqu’'a ce qu’une solution entiére soit trouvée

ou bien que la solution optimale de la relaxation linéaire soit encore validée aprés la
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réduction des domaines.

Une autre approche hybride a été présentée par Gallardo et al. dans [35]. Cette
approche consiste & mettre en évidence une coopération directe de l'algorithme évo-
lutionnaire et la méthode de séparations et évaluation. Branch and Bound. Les deux
méthodes s’exécutent en paralléle en échangeant des informations. Cette exécution pa-

ralléle a deux voies :

1) L’algorithme Branch and Bound peut utiliser la borne inférieure calculée par 1’al-
gorithme évolutionnaire (AE) pour purger le reste du probléme en supprimant
les solutions dont la borne supérieure est plus petite que celle obtenue par 1’algo-

rithme évolutionnaire.

2) L’algorithme Branch and Bound injecte des informations concernant plusieurs
régions prometteuses de I'espace de recherche dans la population de I’algorithme

évolutionnaire dans le but de guider sa recherche.

Outre les méthodes heuristiques et métaheuristiques, des algorithmes exacts pour le
MKP ont été introduits dans Gavish et Pirkul [37], Martello et Toth, [83] et Shih [98§].
Aussi dans [67], Kaparis et Letchford proposent de résoudre le MKP par la méthode

de coupes et branchement (Branch and Cut method).

2.2 Sac a dos avec contraintes disjonctives

2.2.1 Description

C’est une variante du probléme du sac a dos, ol quelques objets sont en conflit avec
d’autres. On considére un sac a dos de capacité ¢, un ensemble V' = {1,2, ..., n} d’objets
et un ensemble F de paires d’objets en conflit. C’est a dire E C {(i,7) € V x Vi < j},
et si une paire (i, 7) € F cela signifie que les objets ¢ et j sont incompatibles. En outre,

a chaque objet 7 on associe un profit p; et un poids w;. Le probléme du sac a dos avec
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contraintes disjonctives consiste & déterminer un sous ensemble d’objets compatibles
qui maximise la fonction objective et dont la somme des poids ne dépasse pas la capacité
du sac. Une formulation compacte de programmation linéaire en nombres entiers utilise
un ensemble de variables binaires x; associée a 'objet ¢+ € V' et qui prend la valeur 1
si ¢ est emballé dans le sac a dos, et 0 sinon. La formulation standard du DCKP peut

étre énoncée de la maniére suivante :

(
n
max 2z =) =1 D%

se. Yy wizy <,
(DCKP) (2.5)

xz e {0,1}"

Les contraintes de type x; + x; < 1 pour (i,j) € E représentent les contraintes
disjonctives. D’autres formulations du probléme DCKP ont été proposées dans la lit-

térature.

2.2.2 Meéthodes de résolution du DCKP

Comme mentionné précédemment, le DCKP est un probléme d’optimisation NP-
difficile. Le premier document traitant le DCKP a été soumis par Yamada et al.
en 2002 [ITI]. Les auteurs présentent une méthode heuristique ainsi qu’'un algo-
rithme d’énumération implicite et une méthode de réduction d’intervalle afin de ré-
soudre le probleme DCKP a l'optimalité. Une combinaison de toutes ces méthodes
permet aux auteurs de résoudre des instances de taille allant jusqu’a n = 1000
ol n est le nombre d’objets, avec une densité du graphe d’objets incompatibles

u € {0.001,0.002, 0.005, 0.01, 0.02}.

Dans un autre travail, Senisuka et al. [96] proposent une méthode qui permet de
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résoudre le DCKP en utilisant la relaxation Lagrangienne combinée avec un test de
“pegging” du probléme KP classique. Une borne supérieure est déterminée en utilisant
la relaxation Lagrangienne, puis une borne inférieure est obtenue en appliquant une
méthode de recherche locale utilisant le voisinage 2-opt. Une approche de “pegging” est
ensuite utilisée afin de réduire la taille du probléme. Des simulations ont été effectuées
sur des instances non corrélées et faiblement corrélées avec n € [1000,16000] et une

densité p € {0.1,0.2,0.4}.

Dans [58], Hifi et Michrafy proposent un algorithme basé sur une recherche locale
réactive. Une solution initiale est calculée en utilisant deux procédures gloutonnes com-
plémentaires. Une procédure de dégradation est ensuite appliquée pour éviter les optima
locaux et pour introduire la diversification dans ’espace de recherche. Les auteurs ont
opté également pour une liste tabou en vue d’interdire la répétition des configurations.
Les auteurs ont utilisé deux types de listes mémoire. La premiére liste mémoire, appe-
lée “move memory”, consiste a stocker un ensemble de mouvements non autorisés. La
deuxiéme liste mémoire, appelée “memory list”, consiste a utiliser une liste de valeurs.
Les résultats des calculs démontrent les performances des deux versions de I'algorithme
par rapport aux résultats obtenus par Cplex. Les auteurs ont testé leur algorithme sur
des instances de 500 objets avec une densité variant entre 0.1 et 0.3 et sur des instances

de 1000 objets avec une densité p € {0.05,0.07,0.09}.

Plus tard, Hifi et Michrafy [59] proposent plusieurs versions d’un algorithme exact
pour le DCKP. Dans la premiére version, les auteurs appliquent une approche en trois
phases : a partir d’une borne inférieure, ils utilisent une procédure de réduction com-
binée avec un algorithme exact de type séparation et évaluation. La deuxiéme version
s’appuie sur une combinaison de la procédure de réduction et une recherche dicho-
tomique qui vise & accélérer le processus de recherche. Dans la troisiéme version, les
auteurs améliorent l'algorithme précédent en reformulant le probléme par un modéle
équivalent. Ces algorithmes ont été testés sur des instances avec n = 1000, une capacité

¢ € [2000,4000], et une densité de conflits comprise entre 0.007 et 0.0016.
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Dans d’autres travaux, Hifi et al. [ [61], 62, 63, 64] élaborent des méthodes heuristiques
pour le DCKP.

Dans [1], les auteurs proposent trois versions d’algorithmes basées sur la méthode de
branchement local “Local Branching”. La premiére version est une adaptation simple et
directe de la méthode de branchement local. La deuxiéme version est une combinaison
de la méthode de branchement local et une procédure d’arrondissement de la solu-
tion. La derniére version est une amélioration de la seconde version par l'introduction
d’une stratégie de diversification. Les trois algorithmes ont été testés sur un ensemble

d’instances de problémes issus de la littérature et ils se sont avérés efficaces.

Dans [61], Hifi et al. proposent un algorithme & deux phases qui combine une pro-
cédure d’arrondissement avec une procédure de réduction. Dans la premiére phase, la
procédure d’arrondissement est utilisée pour fixer un sous ensemble d’objets de la pro-
grammation linéaire. Dans la deuxiéme phase, une méthode exacte de branchement

local est mise en ceuvre pour résoudre le probléme réduit.

Dans [63], Hifi et Otmani proposent une version de la méthode de recherche dispersée
(SS : Scatter Search) pour résoudre le DCKP. L’approche est basée sur le premier
niveau de SS en utilisant a la fois la phase de démarrage et la phase évolutive. La
méthode heuristique est appliquée sur un modéle équivalent au DCKP amélioré avec
deux familles d’inégalités valides.

D’autres procédures heuristiques ont été développées ultérieurement.

Récemment, Hifi et al. [64] proposent de résoudre le DCKP par une recherche locale
guidée. Les auteurs analysent la structure du probléme qui est une association de deux
problémes d’optimisation combinatoire : le probléme du stable maximum et le KP
classique. Ils proposent une méthode hybride qui couple deux procédures de recherche
locale, 'une déterministe et I'autre aléatoire. La recherche locale aléatoire est basée
sur un systéme d’optimisation de colonie de fourmis modifiée. Des expérimentations

numériques exhaustives montrent lefficacité de la méthode avec des instances issues
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de la littérature.

Parallelement aux approches heuristiques, les méthodes exactes ont également été
utilisées pour résoudre le DCKP. Dans [I4], Bettinelli et al. développent la méthode
séparation et évaluation pour résoudre le DCKP. Les auteurs proposent une formula-
tion basée sur les cliques pour le probléme avec une relaxation serrée utilisée pendant
les phases de branchement et d’évaluation. Ils discutent de plusieurs procédures pour
calculer les bornes supérieures ainsi que des stratégies de branchement efficace. L’en-
semble est combiné dans quatre algorithmes de séparation et évaluation testés sur des

instances inspirées des instances du probléme de Bin Packing avec conflits.

2.3 Autres variantes du sac a dos

Outre le KP, le MKP et le DCKP il existe plusieurs autres variantes du probléme du

sac a dos parmi lesquelles on peut citer les variantes suivantes.

2.3.1 Sac i dos multidimensionnel & choix multiple

Si les objets a choisir sont partitionnés en différentes classes dans lesquelles un objet et
un seul doit étre sélectionné, on parle du sac a dos multidimensionnel & choix multiples
(MMKP : Multidimensional Multiple choice Knapsack Problem). Soit d le nombre de
classes, le probléme peut étre formulé mathématiquement comme suit :

( d
max z =3 ; Zjevk Dk;jTkj

d
CRD D Zjevk WiiTj < ¢,
(MMKP) (2.6)
Zjevkifkal VkE{l,...,d}7

z € {0,1}",
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avec, Vj, est Pensemble d’objets de la classe k, k € {1,...,d}.
Supposons que |Vi| = ny alors 22:1 ng = n, ainsi I'espace de recherche est partitionné

en sous ensembles d’objets.

La contrainte Zjevk xr; = 1 rend le choix d’un objet et un seul de chaque sous
ensemble obligatoire. Les classes Vj ne sont pas nécessairement de méme cardinalité et
le cas ou |Vj| = 1 signifie qu'un objet de I'espace de recherche est trivialement choisi,

donc il ne fait pas partie de la résolution du probléme.

Diverses approches exactes et heuristiques ont été utilisées dans la résolution du

probléme du sac & dos a choix multiples.

Dans [94] Sbihi et al. proposent de résoudre le MMKP par la méthode de séparation
et évaluation. Les auteurs générent une solution réalisable initiale pour obtenir une
borne inférieure et résolvent un probléme auxiliaire pour déterminer une borne supé-
rieure. Ils utilisent aussi une stratégie de fixation d’objets au cours de I'exploration. La
performance de I'algorithme exact est évaluée sur un ensemble d’instances de petite et
moyenne taille, certaines d’entre elles sont extraites de la littérature et d’autres sont

générées aléatoirement.

Dans [22] Crevits et al. proposent des nouvelles heuristiques itératives basées sur la
relaxation. Le principe général de ces heuristiques est basé sur la résolution a chaque
itération d’une relaxation du probléme qui fournit une borne supérieure et génére un
probléme réduit. Aprés avoir résolu ce probléme réduit pour améliorer la borne in-
férieure, des pseudo-coupes sont ajoutées dans le probléme courant pour éliminer de
I’espace de recherche les solutions déja explorées ou dominées. Ce processus itératif
est enrichi par quelques ingrédients spécifiques pour le MMKP : une recherche locale
et une technique de fixation de variables. Ces heuristiques générent une séquence de

bornes inférieures et supérieures.

En 2006 Hifi et al [60] proposent deux algorithmes approchés pour le MMKP. Le
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premier s’appuie sur une recherche guidée qui se résume en 2 phases. Une premiére
phase consiste a faire des inter-changements pour tenter d’améliorer la solution en
cours. Une deuxiéme phase effectue une diversification de la solution en acceptant une
éventuelle dégradation de la solution courante.

Le deuxiéme algorithme est composé de quatre phases. Une premiére phase consiste
a partir d’une solution initiale pour effectuer une recherche locale utilisant la notion
d’inter-changement. Une deuxiéme phase est ensuite appliquée sur chaque solution
estimée non améliorante sur le voisinage courant. Une troisiéme phase consiste a
effectuer une diversification. Enfin, une quatriéme phase sert a introduire une mémoire

afin d’éviter les recyclages sur certaines solutions explorées auparavant.

Parallélement aux méthodes heuristiques, le MMKP a été résolu en utilisant des
méthodes exactes.
Dans [I7] Cherfi et al. proposent une technique de génération de colonnes pour le
MMKP. Les auteurs présentent une méthode basée sur trois algorithmes. Le premier
utilise une technique de génération de colonnes pour résoudre la relaxation linéaire en
se basant sur la matrice des contraintes associées au MMKP. Le deuxiéme utilise une
technique d’arrondissement pour rendre une solution réalisable. Et le troisiéme est un

algorithme exact permettant de résoudre des sous problémes.

2.3.2 Sac a dos quadratique

Le probléme du sac a dos quadratique (QKP : Quadratic Knapsack Problem) consiste
a considérer que le profit obtenu ne dépend pas seulement de 'objet choisi mais aussi
des autres objets choisis. Ce probléme, introduit par Gallo et al. [36], on le formule

comme suit :
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max z =7, > PijTiT;
(QKP) S s.c. S wizy <, (2.7)
x € {0,1}",

ol pj; est le profit si 'objet j est sélectionné, p;; + pj;; est le profit si les deux objets
1 et j sont sélectionnés en méme temps. QKP est une généralisation du probléme KP,

qui se pose lorsque p;; = 0 Vi # j.

Caprara et al. [16] proposent un algorithme exact en utilisant la méthode de sépara-
tion et évaluation pour QKP. Les bornes supérieures sont calculées en tenant compte
d’une relaxation Lagrangienne qui est résoluble par un certain nombre de problémes

KP continus.

2.3.3 Sac a dos multiobjectif

Le probléme du sac & dos multiobjectif (MOKP : MultiObjective Knapsack Problem)
consiste a sélectionner un sous ensemble d’objets optimisant plusieurs objectifs a la fois

tout en satisfaisant la contrainte de capacité :

max zkzzyzlpng Vk=1,...,0
(MOKP) S.C. 23;1 W; T < C, (28)
z € {0,1}",

oll 0 est le nombre d’objectifs, z* la kiéme composante de la fonction objectif.

En littérature plusieurs travaux couvrent ce genre de probléme. Bazgan et al. ||
proposent une approche basée sur la programmation dynamique. Dans [75] Lukata et

al. proposent une résolution du MOKP par la méthode de séparation et évaluation.
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Barichard et Hao [6] présentent une heuristique hybride combinant un algorithme gé-
nétique et un opérateur de recherche tabou, ce dernier a pour but d’améliorer une
configuration réalisable produite par 'opérateur de croisement. L’algorithme a été ap-
pliqué sur 9 instances dont o € {2,3,4}) et n € {250, 500,750}. Les résultats obtenus

sont encourageants.

2.4 Quelques applications

Depuis son apparition, le probléme du sac a dos a toujours intéressé non seulement
les théoriciens, mais aussi les praticiens de part le potentiel d’applications desquelles il
prend origine. En effet, le probléme du sac a dos, avec ses différentes variantes, émane
d’applications intéressantes dans des domaines aussi diverses que l'informatique, la
finance, la logistique, le transport, et I’énergie.

Dans cette section, nous détaillons certaines applications intéressantes du probléme du

sac a dos classique et certaines de ses variantes.

Un probléme largement étudié en informatique et plus particuliérement dans le “cloud
computing” est le probléme de localisation des machines virtuelles dans un cluster de
machines physiques. Le “cloud computing” est une technologie de pointe qui ne cesse
d’influencer notre comportement informatique au travail et dans nos vies quotidiennes.
Son principe est le suivant : des utilisateurs exécutent des taches sur des machines
virtuelles placées dans un cluster de machines physiques de facon a assurer un gain
considérable dans les infrastructures initiales. A cause de I’hétérogénéité des différentes
taches, différentes machines virtuelles sur une méme machine physique peuvent avoir
des temps d’achévement différents. Aussi, les machines physiques sont généralement
hétérogénes. Ceci implique que différents placements de machines virtuelles peuvent
a leur tour avoir des temps d’achévement différents. L’objectif est alors de placer les
différentes taches sur les machines virtuelles, et les différentes machines virtuelles sur

les machines physiques de fagon & minimiser le temps d’achévement global. Le probléme
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n’est autre qu'un MKP. Il peut aussi étre assimilé a un Bin Packing selon 'objectif et
les contraintes considérées.
Plusieurs travaux se sont intéressés a la résolution de ce probléme en se référant a son

aspect sac a dos. Nous citons quelques unes des plus récentes références [56, [15] B].

Le probléme du sac & dos a aussi des applications intéressantes en télécommunica-
tions. Dans [30], Ferdosian et al. étudient le probléme d’allocation des ressources dans
les réseaux mobiles LTE (Long Term Evolution) formulé comme un KP. Le probléme
consiste a déterminer une planification des liaisons descendantes multiservices (down-
link multi-service scheduling) dans les systémes LTE. Il s’agit, pour chaque intervalle
de temps de transmission (Transmission Time Interval TTT), d’assurer une planifica-
tion optimale tout en satisfaisant les contraintes de Qos (Quality Of Service) et les
contraintes liées aux longueurs d’onde. Inspiré de la structure du sac a dos, les auteurs

dans [30] utilisent une heuristique gloutonne pour résoudre le probléme.

Le probléeme du sac a dos a également des applications en énergie comme dans les
“smart grids”. Avec 'apparition de la nouvelle tendance des “smart grids” et des maisons
intelligentes la volonté d’atteindre une consommation énergétique efficace et réduite
s’accroit de jour en jour. Ces maisons intelligentes, souvent connues sous le nom end-
users, sont équipées de technologies poussées permettant de controler I’énergie utilisée.
L’objectif est par conséquent d’accompagner les clients dans leur prises de décision afin
d’assurer un comportement énergétique optimal. Dans [99], Sianaki et al. utilisent le
modéle KP binaire pour modéliser le probléme de la gestion optimale des appareils
électroménagers pendant les heures de pointe. Les auteurs évoquent aussi la possibilité
d’utiliser le probléme de KP fractionnaire afin de déterminer pour chaque appareil sa
durée maximale de fonctionnement de facon & ne pas excéder le cott énergétique ob-
jectif. Dans [74], kumaraguruparan et al. étudient le probléme d’ordonnancement de
I'utilisation des appareils dans les “smart houses” en tenant compte des prévisions de
la consommation d’énergie en heures de pointe. L’objectif est d’assurer une utilisation

optimale de ’énergie tout en minimisant la facture énergétique pour les clients. Le pro-
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bléme est assimilé & un MKP, ou les m sac a dos correspondent aux m intervalles de
temps pour lesquels le prix d’énergie est fixe et les n objets sont les appareils électro-
ménagers. Le poids de chaque objet n’est autre que 1'énergie que ’appareil consomme
pour chaque pas de temps, et le profit pour une période de temps donnée est le coiit de
consommation de puissance par ’appareil. La capacité de chaque sac & dos correspond
a la valeur de I'énergie maximale qu’on ne souhaite pas dépasser pour une période de
temps.

Outre les smart grids, il existe des applications dans d’autres domaines de I'énergie.
Dans [105], Wilbault rapporte en se référant de Yamada et Kataoka [110] une applica-
tion du DCKP dans le domaine de I’énergie nucléaire. Il s’agit du probléme de sélection
de sites pour y construire des centrales nucléaires. Supposons donnés un capital noté
c et n sites possibles pour installer un ensemble de centrales nucléaires. Chaque site
J permet de produire une quantité d’énergie w; et implique un cofit d’installation p;.
Pour des raisons de sécurité et d’environnement, deux sites choisis doivent obligatoi-
rement étre & une distance minimale I'un de I'autre. Ceci implique un certain conflit
entre les différents sites. L’objectif consiste donc & sélectionner un sous-ensemble de
sites de fagon a maximiser I’énergie totale produite, sans dépasser le capital disponible,

et tel que deux sites en conflit ne sont pas choisis simultanément.

2.5 Conclusion

Nous avons discuté dans ce chapitre de quelques variantes du probléme du sac & dos.
Nous avons présenté une étude bibliographique approfondie sur les problémes MKP et
DCKP, problémes auxquels nous nous sommes principalement intéressés dans le cadre
de cette thése. Nous avons aussi décrit un ensemble d’applications existantes pour ce

probléme.



CHAPITRE 3

Le probléme DCKP : étude polyédrale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’aspect polyédral de la variante du pro-
bléme du sac a dos avec contraintes disjonctives (Disjunctively Constrained Knapsack
Problems, DCKP). Nous commengons par présenter différentes formulations du pro-
bléme en programmes linéaires en nombres entiers. Nous nous intéressons ensuite a la
formulation classique. Nous définissons le polytope associé a cette formulation et nous
étudions I'aspect facial des contraintes de base. Ensuite, nous présentons quelques in-
égalités valides et nous donnons des conditions nécessaires et des conditions suffisantes

sous lesquelles ces inégalités définissent des facettes.

3.1 Notations

Il convient tout d’abord d’introduire certaines notations qui seront nécessaires pour
ce chapitre et le chapitre suivant.
Rappelons que le probléme DCKP est une variante du probléme du sac a dos, ou
quelques objets sont en conflit avec d’autres. On considére un sac a dos de capacité c,
un ensemble V' = {1,2,...,n} d’objets et un ensemble E de paires d’objets en conflit.
Clest a dire E C {(i,j) € V x V 14 < j}, et si une paire (i,j) € E cela signifie que
les objets 7 et 7 sont incompatibles. Il est naturel de représenter ces relations de conflit
par un graphe de conflit non orienté G = (V, E), ou chaque sommet correspond & un

objet et ou une aréte (i,7) € E indique que les objets i et j sont incompatibles.
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Notons par V; 'ensemble des objets qui sont en conflit avec l'objet i € V, i.e. V; =
{jeV:(ij) € FE}

En outre, & chaque objet 7, on associe un profit p; et un poids w;. Le probléme du
sac a dos avec contraintes disjonctives consiste & déterminer un sous ensemble d’objets
compatibles qui maximise la fonction objective et dont la somme des poids ne dépasse

pas la capacité du sac.

3.2 Différentes formulations

Le probléme DCKP peut étre modélisé en termes de programme linéaire en nombres
entiers. Plusieurs formulations que nous présentons dans cette section peuvent étre

considérées.

3.2.1 Formulation standard

Une formulation naturelle du probléme DCKP sous forme d’un programme linéaire
en nombres entiers utilise une variable binaire x; associée a chaque objet ¢ € V. x; prend
la valeur 1 si 'objet 7 est mis dans le sac, et 0 sinon. Le DCKP est alors équivalent au

programme linéaire (PL) 0 — 1 suivant :

max Zpixi (3.1)

=%

Zwixi <cg, (3.2)

iev

r;+x; <1  pourtoute=(i,j) € E, (3.3)
0<xz;<1 pourtoutielV, (3.4)

z; € {0,1} pour tout i € V. (3.5)
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(3.1]) représente la fonction objectif. est la contrainte de capacité du sac a dos.
Les inégalités sont appelées contraintes de disjonction (ou contraintes disjonc-
tives). Par ces inégalités , on exprime le fait que deux objets i € V et j € V qui sont
en conflit (i.e., (i,7) € E) ne peuvent pas étre pris simultanément dans le sac. ([3.4))

et (3.5) sont respectivement les contraintes triviales et d’intégrité des variables.

3.2.2 Formulation Equivalente

Hifi et Michrafy [59] ont proposé une formulation qu’ils ont appelée "modéle équi-

valent” donnée par le PL en 0 — 1 suivant :

max Zpixi (3.6)

icV
s.t. Zwixi <e, (3.7)
=%
|Vi|z; + Z x; <|V;| pour touti €V, (3.8)
JEV;
z; € {0,1} pour tout i € V. (3.9)

Hifi et Michrafy [59] ont montré que le PL en 0 — 1 (3.6)- est équivalent au
PLen 0—-1 — . Notons que la différence entre les deux formulations réside
dans la facon d’exprimer les contraintes de disjonction. En effet, les contraintes de
disjonction porposées par Hifi et Michrafy [59] ne sont autre qu’une agrégation
de ’ensemble des contraintes de disjonction . Ceci implique par conséquent que la
relaxation linéaire est plus faible que celle de — .

3.2.3 Formulation en Cliques

Contrairement a la section précédente nous présentons dans cette section une formu-

lation du DCKP en PL en 0 —1 ayant une relaxation linéaire plus forte que (3.1)- (3.5).
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Pour ce faire, considérons le graphe de conflit G et notons X la famille de toutes les
cliques du graphe de conflit G. Le DCKP est équivalent au PL en 0—1 suivant, proposé
par Bettinelli et al. [14].

max Zpia:i (3.10)

iV
s.t. Zwixi <cg, (3.11)
iV
ij <1 pour tout K € X, (3.12)
jeK
z; € {0,1}  pour tout i € V. (3.13)

La différence entre les PL en 0 — 1 (3.1)- (3.5) et (3.10)- (3.13)) est l'expression des

contraintes de conflit entre les objets.

Notons que, pour tout (i,j) € E, il existe une clique K telle que {i,j} C K (une aréte
peut aussi étre considérée comme une clique). Par la suite la contrainte exprimant la
disjonction entre plusieurs objets mutuellement en conflit, i.e. , est plus forte que
la contrainte de disjonction . Par conséquent le PL en 0 — 1 — a une
relaxation linéaire plus forte que la formulation standard — (voir Malaguti et
al. [78]).

3.2.4 Formulation Quadratique

Dans cette section, nous présentons une formulation quadratique, équivalente a la

formulation (3.1))- (3.5)), donnée par le programme quadratique suivant :
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maXZ Pil; —C Z T (3.14)

% (i,5)eE
s.t. Zwixi <cg, (3.15)
eV
z; € {0,1} pour touti € V, (3.16)

oll € = Y ..\ p; représente la somme des profits de tous les objets.

Le programme quadratique — est basé sur la reformulation des contraintes
de disjonction sous forme de pénalités quadratiques dans la fonction objectif.
En effet, pour avoir une solution optimale de la formulation — , il est clair
que le terme quadratique EZ(L fer Til doit avoir une valeur minimale. Or, par les
contraintes d’intégrité nous aurons a l'optimum Z(meE x;x; = 0.

Remarquons que Z(m)eE z;x; = 0 est équivalente a dire que pour tout (i,j) € E,
x; = 0 ou x; = 0 ce qui est équivalent a x; +x; < 1 pour tout (i, ) € E qui n’est autre

que les contraintes de disjonction ({3.3]).

3.3 [Etude polyédrale

Nous nous intéressons dans la suite a la formulation (3.1))- (3.5)).

Sans perte de généralité, on suppose que I'ensemble d’arétes E est composé de deux
sous-ensembles E,; et E., c’est a dire, £ = E; U E., ou E; est 'ensemble d’arétes
représentant les conflits dus aux contraintes de disjonction , et F. est ’ensemble
d’arétes représentant des conflits dus a la contrainte de capacité . En d’autres
termes, pour tout e = (i,j) € E,, w;+w; > ¢, c’est  dire i et j forment une couverture

(cover).

On va également supposer que w; < ¢ pour tout ¢ € V, c’est a dire que chaque objet
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unique est une solution pour le probléme.

3.3.1 Polyédre et dimension

Notons par DCKP(G) le polytope associé au DCKP, c¢’est a dire ’enveloppe convexe

des vecteurs d’incidence de toutes ses solutions,

DCKP(G) = conv{:}: € {0,1}" | x vérifie —}.

Une solution S C V du DCKP sera représentée par ’ensemble d’objets retenus pour
étre rangés dans le sac et qui ne sont pas en conflit. C’est a dire, le vecteur d’incidence

de S, z° tel que 27 = 1sii € S et x7 = 0 sinon, satisfait les contraintes de DCKP.

Nous donnons d’abord le résultat préliminaire suivant.

Théoréme 3.1. DCKP(G) est de pleine dimension.

Preuve. Considérons les solutions de DCKP, Sy, 51, ..., 5,, définies comme suit, Sy =

S1
e

0, S; = {i}, pour tout i € V. Il est clair que 2,z , x5 forment n + 1 points

affinement indépendants de DCKP(G). Par conséquent, dim(DCKP(G)) = n.

3.3.2 Etude faciale

Ayant établi la dimension de DCKP(G), nous allons maintenant déterminer quand

est ce que les inégalités triviales et les inégalités de disjonction définissent des facettes.

Théoréme 3.2. x; > 0 définit une facette de DCKP(G).
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Preuve. Soient Sy = 0, et pour tout i € V' \ {k}, S; = {i}. Ces ensembles constituent
n = |V| solutions de DCKP dont les vecteurs d’incidence satisfont z; = 0, et sont

affinement indépendants. O

Théoréme 3.3. x; < 1 définit une facette de DCKP(G) si el seulement si pour tout
i€ VA{k}, (i,k) € E.

Preuve. Supposons qu’il existe ig € V tel que (ig, k) € E, c’est a dire, xy + z;, < 1.
Comme cette inégalité domine x; < 1, cette derniére ne peut pas définir une facette.
Maintenant supposons que (i, k) ¢ E pour tout ¢ € V' \ {k}. Considérons les solutions
Siy..y Sk, ..., S, de DCKP définies par Sy = {k}, et pour tout ¢ € V\{k}, S; = {i, k}.
Celles-ci forment n solutions de DCKP dont les vecteurs d’incidence satisfont x;, = 1,

et sont affinement indépendants. 0

Théoréme 3.4. Pour (k,m) € E, xp + x, < 1 définit une facette de DCKP(G) si
et seulement si pour tout i € V' \ {k,m}, i n’est pas en conflit avec au moins l'un des

deux objets k et m.

Preuve. Supposons qu’il existe un objet * € V' en conflit avec k et m. Dans ce cas, on
peut ranger dans le sac au plus un objet parmi k, m et ¢*. Ceci implique que 'inégalité
Tr+ T, + 1 < 1 est satisfaite pour toute solution du probléme. Comme cette inégalité

domine xp + z,, < 1, cette derniére ne peut pas définir une facette.

Supposons maintenant que pour tout i € V' \ {k,m}, i n’est pas en conflit avec au
moins l'un des objets k et m. Soient Uy, = {i € V' \ {k,m}|(i, k) ¢ E et (i,m) ¢ E}
’ensemble des objets qui ne sont pas en conflit ni avec k ni avec m. Soient U = {i €
V\{k,m} (i, k) ¢ E et (i,m) € E} 'ensemble des objets qui ne sont pas en conflit
avec k mais en conflit avec m, et U,, = {1 € V \ {k,m}|(i,m) ¢ E et (i,k) € E}

I’ensemble des objets qui ne sont pas en conflit avec m mais en conflit avec k.

Considérons les solutions Sy = {k}, S, = {m}, S; = {k, i} pour tout ¢ € Uy U Uy n,,

S; = {m,j} pour tout j € U,,. Il est clair que ces ensembles constituent une famille
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FIGURE 3.1 — Matrice d’incidence des solutions

de n solutions pour le probléme, dont les vecteurs d’incidences satisfont 1’équation
Tk + x;m = 1. De plus, comme c’est illustré dans la Figure [3.1) ces vecteurs sont

linéairement indépendants.
O

En plus des contraintes de base de la formulation, nous avons identifié¢ de nouvelles
familles d’inégalités valides pour DCKP(G). Elles seront présentées dans la section

suivante.

3.4 Inégalités valides

Comme mentionné précédemment, le DCKP peut étre considéré comme une combi-
naison de deux problémes classiques, a savoir le probléme du sac a dos et le probléme
du stable. Donc les inégalités valides pour ces problémes peuvent étre utilisées pour

déterminer des familles d’inégalités valides pour le DCKP.
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3.4.1 Inégalités de clique

Rappelons qu’étant donné un graphe G = (V, E), une clique de G est un sous-
ensemble de sommets K C V tels que chaque paire de sommets différents forme une
aréte.

Une clique est dite maximale si elle n’est pas strictement contenue dans une autre

clique.

Si K est une clique de G, alors tous les sommets de K sont en conflit deux a deux.
Ceci implique qu’on peut ranger au plus un élément de K dans le sac. Donc, I'inégalité

suivante est valide pour DCKP(G).

d <, (3.17)

Théoréme 3.5. Considérons une cligue K de G. L’inégalité (3.17) définit une facette
de DCKP(G) si et seulement si K est mazimale.

Preuve. Si K n’est pas maximale, alors il y a un élément j € V\ K tel que K/ = KU{j}
est une clique. Donc > z; = Y x; +x; < 1 est valide pour DCKP(G). Comme cette
inégalité domine I,(lcette zieelliniére ne peut pas définir une facette.

Supposons maintenant que K est maximale. Alors pour tout j € V\K, il y a un
sommet ;' € K tel que (j,5") ¢ E. Considérons les ensembles S; = {i} pour tout
i€ K,et S; = {j,j'} pour tout j € V \ K, ou j/ € K est un sommet de K non

adjacent a j.

Il est clair que ces ensembles sont des solutions de DCKP. De plus leurs vecteurs

d’incidence satisfont (3.17)) a égalité et sont affinement indépendants. O
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3.4.2 Inégalités de couverture

Une couverture pour le DCKP est un ensemble C' d’objets tel que > w; > ¢. Une
ieC
couverture ne peut donc étre rangée dans le sac. Par conséquent, les inégalités suivantes

sont valides pour le DCKP(G)

in <|C]—=1 pourtout C C¥ (3.18)
ieC
ou € est 'ensemble des couvertures de DCKP. Les inégalités (3.18) seront appelées
négalités de couverture.

Une couverture C' est dite minimale si

Z w; < ¢ pour tout j € C.
i€C\{j}
Le théoréme suivant caractérise les couvertures qui peuvent induire des facettes pour
le DCKP(G). Pour cela, notons que si une couverture n’est pas minimale, alors elle
contient un sous-ensemble approprié qui est une couverture. De plus cet ensemble peut
étre constitué de deux éléments 4, j tels que (i,7) € E, c’est a dire i et j sont soit en

conflit soit ils forment une couverture.

Théoréme 3.6. Une inégalité de couverture (3.18|), induite par une couverture C,
définit une facette pour le DCKP(G) si et seulement si

1) C est minimale,

2) pour tout j € V\C, w; < w;«, ou j* € C est tel que wj» = max{w;|j € C},

3) chaque objet j € V\C' est en conflit avec au plus un objet de C, et si j est en
conflit avec 'objet j' de C, alors (C\{j'}) U{j} n'est pas une couverture.

Preuve. Nécessité

1) Si C n’est pas minimale, alors un sous-ensemble approprié C de C est une cou-
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verture. Par conséquent, I'inégalité
d oz <|Cl-1 (3.19)
ieC

est valide pour DCKP(G). En sommant I'inégalité (3.19)) avec x; < 1 pour tout
i € C\C on obtient (3.18). Comme C\C' # §, (3.18) peut donc étre obtenue
comme une combinaison linéaire d’inégalités valides et ainsi ne peut définir une

facette.

2) Si pour un certain j € V\C, w; > w;«, alors l'inégalité

Y itz <|C-1 (3.20)
ieC
est aussi valide pour DCKP(G). En effet, j ne peut pas étre rangé avec |C| — 1
objets de C', sinon j* 'aurait été et C' ne serait donc pas une couverture. Cepen-
dant 'inégalité est redondante par rapport a et z; > 0. Elle ne peut
donc pas définir une facette.

3) Si un objet j de V\C est en conflit avec deux objets iy, iy de C, alors toute
solution de DCKP contenant j ne peut pas contenir plus de |C| — 2 éléments
de C. Par conséquent, son vecteur d’incidence ne peut jamais satisfaire 'inéga-
lité (3.18)) a I'égalité. Ceci implique que 'inégalité est équivalente a z; > 0.
Comme n’est pas un multiple positif de z; > 0, elle ne peut définir une fa-
cette. De plus, si un objet j de V'\C est en conflit avec un objet j" et (C\{j'})U{j}
est une couverture, il en résulte, de la méme maniére, que 'inégalité est

équivalente & x; > 0, et ne peut donc pas définir une facette.

Suffisance
Supposons que les Conditions 1)-3) sont vérifiées. Notons par ax < « l'inégalité (3.18)),
et supposons qu’il existe une inégalité bz <  qui définit une facette de DCKP(G) telle
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que {x € DCKP(G) | ax = a} C {x € DCKP(G) | bx = f}. Nous allons montrer que
b = pa.
Par 1) il s’en suit que tout ensemble @) C C' tel que |Q| = |C| — 1 est une solution de

DCKP. Soit i, j € C, et considérons les solutions

Sy = C\{i}, S, =C\{j}.

Comme az™ = ar®? = «, nous avons bz** = bz"2. Cela donne b; = b;. Comme i et j
sont choisis arbitrairement dans C, il en résulte que tous les b; sont les mémes dans C,

et donc
b; = p pour tout ¢ € C pour un certain p € R. (3.21)

Considérons maintenant j € V\C. Par 2) nous avons w; < wj«, et par 3) j est en
conflit avec au plus un élément de C. Supposons, par exemple, que j est en conflit
avec un élément, disons j’, de C. Considérons 'ensemble S = (C\{j'}) U {j}. Par
3), S est une solution de DCKP. De plus, nous avons az® = a, et donc br® = j.
Comme S\{j} = C\{j'} est aussi une solution du probléme et az5\/} = o, nous avons
bzS\} = 8. Mais ceci implique que b; = br® — br"\l9} = 0. Si j n’est en conflit avec
aucun des objets de C, comme par 2), w; < wj-, (C\{7*}) U {j} est une solution de

DCKP. Et, d’'une maniére similaire, il s’en suit que b; = 0. D’ott b; = 0 pour tout

j € V\C. Ceci avec (3.21]) impliquent que b = pa.
O

Balas [4], Hammer et al. [5I] et Wolsey [108] ont remarqué que quand C' est
une couverture minimale, les inégalités de couverture (3.18)) sont les plus efficaces.
Dans [4], Balas propose une méthode pour renforcer les inégalités de couvertures. Soit

w* = max wj, et considérons I'eztension E(C) = CU{j € V \ Clw; > w*}. Alors
Je
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I'inégalité
d oz <] -1 (3.22)
JeE(C)
est valide pour le DCKP(G). Les inégalités de type sont appelées inégalités de

Couvertures Etendues.

Balas [4] et Wolsey [108] ont aussi montré que, étant donnée une couverture minimale
C, il existe au moins une inégalité de couverture liftée qui définit une facette, et qui

est de la forme :

Zl’j + Z ;5 < |C| - 1, (323)

jec jeV\C
ot a; > 0 pour tout j € V'\ C.

Les inégalités peuvent étre obtenues par un lifting séquentiel des inégali-
tés . Cela signifie que les coefficients du lifting «;,5 € V' \ C sont calculés un
par un dans un ordre donné. Supposons que V' \ C' = {ji,..., 4}, et que oy, ..., qj,_,
sont calculés, autrement dit U'inégalité > z; +7§ a;,x5, < |C|—1, est valide pour KP.

jeC i=1
Afin de déterminer le coefficient «;,, on peut calculer

t—1

& = max {Z xj + Zaji‘rji |z solution de KP, uz; =1}, (3.24)
jeC i=1

et soit a;, = |C| — 1 — &. Les coefficients «;,,i = 1,...,t dépendent de l'ordre dans

lequel ils sont calculés. Comme cela apparait, le calcul de chaque coefficient «; nécessite

la résolution d’un KP.

Dans [I12], Zemel a montré que, étant donné une couverture C fixe et une séquence

fixe de lifting, les coefficients de lifting peuvent étre calculés en O(n|C/).

Dans [49], Gu et al. se référent aux inégalités comme négalité de couverture

simple liftée. Ces inégalités ont été généralisées ultérieurement par Van Roy and Wol-
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sey [103] qui ont introduit les inégalités de couvertures liftées généralisées. Celles-ci sont

de la forme

doowi+ Y ami+ Y By <|[C\D[+> B—1, (3.25)

JEC\D jev\c jeb jeD

ou C' est une couverture, D C C, o;j > 0 pour tout j € V' \ C, et 5; > 0 pour tout
j€D.

Comme pour I'inégalité (3.23), I'inégalité (3.25)) peut étre obtenue & partir de (3.22))

par un lifting séquentiel. Pour plus de détails sur la technique de lifting dans 'optimi-

sation combinatoire, on peut se référer a [90].

3.4.3 Inégalités de cycles impairs et d’hypercycle
3.4.3.1 Inégalités de cycles impairs

Un cycle dans un graphe est une séquence vy, eq,vs, ..., Uk, €, v1 de sommets et
d’arétes telles que ¢; = (v;,v41), i = 1,....,k — 1 et e, = (vg, v1). On notera un cycle C
par sa séquence de sommets et on écrit C' = (v, ..., v ). Un cycle de k& sommets est dit
de longueur k. Un cycle est dit pair (impair) si sa longueur est paire (impaire). Une
corde d’un cycle est une aréte liant deux sommets non consécutifs du cycle. Un cycle
est dit simple si ses sommets vy, ..., vy sont tous différents.

Les cycles impairs induisent des inégalités valides pour le probléme du stable et donc
pour le DCKP(G). Considérons un cycle C' de G ou les sommets sont 1, ...,k avec k

impair. Alors les inégalités

i+ xip < 1, pour tout i =1, ..., k,
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ot les indices sont modulo k, sont valides pour le DCKP(G). En sommant ces inégalités,

divisant par 2 et arrondissant vers le bas le second membre, on obtient 'inégalité :
kE—1

qui est valide pour DCKP(G). Les inégalités de type sont appelées inégalités
de cycles impairs. Les inégalités peuvent définir des facettes pour DCKP(G).
Une condition nécessaire pour que l'inégalité définisse une facette est que le
cycle C' ne contienne pas de cordes. Si C' contient une corde (i, jo), io < jo, alors I'un
des cycles C = (1, ...70, jo, ---, k) et Cy = (ig, ..., Jo), disons C, est impair. Il est clair
que peut étre obtenue comme une combinaison linéaire de l'inégalité de cycle
impair induite par C] et les inégalités de disjonction x4+ i1 < 1, 1 =1,..., 50— 2.
Les inégalités peuvent étre renforcées par les inégalités dites de cycles impairs

liftées pour qu’elles définissent des facettes pour le polytope du stable [89)] et aussi bien

DCKP(G).

3.4.3.2 Inégalités d’hypercycle

Dans ce qui suit nous allons introduire une classe plus générale d’inégalités valides
pour le DCKP(G). Pour cela, nous allons d’abord donner un exemple.

Considérons le DCKP donné par le systéme

5% + 4xoy + 3x3 + x4 + 2005 < 11,
(P1) z1 424 <1,

[E4+JI5§1.

Remarquons que Cy = {1,2,3} et Cy = {2,3,4} sont des couvertures. Donc les inéga-

lités suivantes sont valides pour DCKP(G)

T+ 29 +x3 < 2,
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$2+I3+ZL’4§2.

En sommant ces inégalités avec x1+x4 < 1, on obtient I'inégalité 2(z1 + o+ x3+14) <
5. En divisant par 2 et en arrondissant vers le bas le membre de droite, on obtient

I'inégalité :

T+ To+ T3+ X4 S 27 (327)

qui est donc valide pour DCKP(G). De plus définit une facette. En fait, il est
facile de voir que les ensembles Sy = {1,2}, Sy = {1,3}, S3 = {2,3}, S, = {3,4},
Ss = {3,4,5} sont des solutions du probléme. De plus, leurs vecteurs d’incidence sa-
tisfont a I'égalité et sont affinement indépendants.
Dans ce qui suit nous allons montrer que ceci est un cas particulier d’une famille
plus générale de facettes. Cela sera présentée en utilisant le concept des hypergraphes.
Soit un ensemble fini V' = {vy,...,v,}. Un hypergraphe H sur V est une famille
& ={F, Es, ..., E,} de sous-ensembles de V tels que

E; # 0 pour i=1,...,m,

Les éléments vy,...,v, de V sont appelés sommets, et les ensembles Fj, ..., E,, sont
appelés hyperarétes. Un hypergraphe H = (V, &) est dit simple si aucune hyperaréte
n’est strictement contenue dans une autre hyperaréte, c’est a dire £; ¢ E; pour tout
E;, E; € &. Un graphe sans boucles est un hypergraphe ot chaque hyperaréte contient
exactement deux sommets. Etant donné un hypergraphe H = (V, &), un hypercycle est
une séquence (vy, By, vg, ..., Uk, Eg, v1) avec vy, vi4q € By, pour i = 1, ..., k, ou les indices
sont modulo k. Notons que les F; peuvent ne pas étre tous différents. Notons aussi que
les E; peuvent contenir des sommets différents de vy, ...,vx. Un cycle dans un graphe

correspond au cas ou |E;| =2 pouri=1,..., k.
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FIGURE 3.2 — L’hypergraphe associé & (P)

Considérons maintenant le DCKP avec le graphe de conflits correspondant G = (V| E),
et associons au probléme I’hypergraphe H = (V, &) ou & est donné par I'ensemble des
couvertures minimales du probléme ainsi que les ensembles {i,j} tels que (i,5) € E,
c’est a dire, 7 et 7 sont en conflit. Aussi, comme une couverture qui contient deux
objets en conflit peut étre considérée non minimale, nous supposons sans perte de
généralité, qu’aucune hyperaréte ne contient une aréte de E. En d’autres termes, les
hyperarétes correspondent aux couvertures C' telles que C\{i} est une solution de
DCKP(G) pour tout ¢ € C. L’hypergraphe H = (V, &), associé au probléme (P;)
ci dessus, est représentée par la Figure 3.2. Iei V' = {1,2,3,4,5} et & contient les
hyperarétes £y = {1,2,3}, By ={2,3,4}, E5 ={1,4}, £, = {4,5}.

Considérons maintenant un hypercycle de H = (V, &) dont les hyperarétes sont
k
Ey, ..., Ex. Soit W = |J E;. Soit W/ C W un sous ensemble de W tel que chaque

=1
sommet de W’ apparait dans exactement ¢ hyperarétes parmi E, ..., Fj. Pour tout

Jj € WA\W’, soit p; le nombre d’hyperarétes parmi Ej, ..., By auxquelles j appartient.
k

Supposons que p; < g pour tout j € W\W" et Y (|E;| —1)+ > (¢ — p;) n'est pas
i=1

FEW\W/
un multiple de ¢q. Considérons maintenant les inégalités valides suivantes

Z z; < |E;| — 1 pour tout i =1, ..., k,
JEE;

(q — pj)xj < q— p; pour tout j € W\W'.
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En sommant ces inégalités on obtient I'inégalité

k
12 5 S (BI =D+ D (a=p)
EW i=1 JEW\W'

Comme le second membre de cette inégalité n’est pas un multiple de ¢, en divisant par
q et en arrondissant vers le bas le membre de droite de I'inégalité résultante, on obtient

I'inégalité valide suivante

SIEI+ X () —k
S < JEWA . (3.28)

ieW q

Comme chaque sommet de W' appartient a ¢ hyperarétes de E; (i = 1,...,k), et
chaque sommet j de W\W' appartient a p; hyperarétes de E; (i = 1,...,k) on a
Z|E\+ > (a—ps)=dW|.

JEW\W/
D ou l'inégalité (3.28)) peut étre écrite comme suit

> @ < (W] — [ w (3.29)

i€eW
Les inégalités de type (3.29)) sont appelées inégalités d’Hypercycle.

Remarque 3.7. Chaque solution T de DCKP dont le vecteur d’incidence satis-
k

fait (3.29) a égalité est telle que |W\T| = [——‘ et W\T couvre & = {F, ..., Ex}.
q

Sinon, l'une des couvertures serait incluse dans W N'T', ce qui n’est pas possible.

Afin d’illustrer les inégalités d’hypercycle, considérons le probléme (P;) donné ci-
dessus. Considérons I'hypercycle (1, Ey, 3, Es, 4, F3,1) dont les hyperarétes sont F; =
{1,2,3}, B2 ={2,3,4}, E3 = {1,4}. Remarquons que chaque sommet ¢ de £y UFE,U Ej3

appartient & exactement deux ensembles parmi Ey, Fs, E3. Donc ici W = {1,2, 3,4},
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k=3,q=2et W = W. L'inégalité d’hypercycle correspondante n’est rien
d’autre que l'inégalité (3.27)).

Supposons maintenant que dans (Py), les objets 2 et 4 sont aussi en conflit. Donc
Ey = {2,3,4} n’est plus une hyperaréte de ’hypergraphe associé (puisqu’il n’est pas
minimal), et doit donc étre remplacée par E5 = {2,4}. En considérant I'hypercycle dont
les hyperarétes sont Fy, Ej et E3, tel que W = {1,2,3,4}, k=3, q=2, W' ={1,2,4}

et p = 1, on obtient toujours I'inégalité (3.27)).

Notons que I'inégalité ([3.27]) n’est autre qu’une inégalité de couverture étendue (ECI)
obtenu & partir de la couverture {1,2,3}. Cependant, dans certains cas, les inégalités
d’hypercycle peuvent étre différentes des inégalités de couverture étendues et liftées

comme indiqué dans 'exemple suivant. Considérons le probléme suivant

x1+4re +3x3+ x4 + 25 + 16 + 27 < 7,
I4+l’5§1,
(1) Ty +x6 < 1,

ry +x5 <1,

1+ x6 < 1.

Il est clair que les ensembles E; = {1,2,3}, Ey = {2,3,4}, E3 = {2,3,5} sont des
couvertures minimales pour (P). En considérant I'hypercycle dans ’hypergraphe as-
socié, induit par les hyperarétes F;, Ey et Es3 ainsi que les hyperarétes dues au conflit
Ey = {1,6}, E5 = {1,5}, Es = {4,5} et E; = {4,6}, tel que W = {1,2,3,4,5,6},
k=7 q=3 W =1{1,2,3,6}, ps = 1 et ps = 2, on obtient I'inégalité d’hypercycle

(L’1+ZL‘2+(II3+ZL‘4+(B5+ZL‘6§3.

Celle-ci est différente d'une inégalité de couverture étendue ou liftée. De plus cette

inégalité définit une facette pour le polytope DCKP(G) associé.
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Pour illustrer encore ce concept, considérons le DCKP dont les contraintes sont
[E1+2ZL’2+3$3+J]4 SE),

ZL’1+J]4S1.

En considérant ’hypercycle induit par les hyperarétes {1,2,3}, {2,3,4} et {1,4} de

I’hypergraphe associé on obtient 'inégalité
T1+ To+ a3+ 14 < 2.

qui est valide et définit une facette pour le polytope associé.
Remarquons que les inégalités de cycles impairs (3.26)), obtenues & partir du graphe de
conflits GG, ne sont rien d’autre que les inégalités d’hypercycle quand les hyperarétes

sont toutes des arétes de G.

Nous avons le résultat suivant qui donne des conditions nécessaires et suffisantes pour

obtenir une inégalité d’hypercycle définissant une facette.

Théoréme 3.8. Une inégalité d’hypercycle (3.29) définit une facette de DCKP(G) si

et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées.

1) Pour tout sommet j € V\W, il existe un ensemble S C W de [E-‘ objets qui
couvrent les hyperarétes Ey, ..., Ey et tel que (W\S)U{j} n’est pas uge couverture.

2) 1l existe |W| ensembles S, ..., Sjw) C W qui couvrent Ey, ..., Ej tels que |S;| =
[E—‘ , et Ty = W\S; nest pas une couverture pour i = 1,...,|W| et 251, ..., 25wl
soqnt affinement indépendants (Notons que deux objets i, j tels que (i,j) € E sont
considérés comme une couverture et chaque ensemble contenant une couverture
est une couverture).

3) k n’est pas un multiple de q.

Preuve. Nécessité
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1) Supposons que pour un certain j € V\W, chaque ensemble S C W de [ﬁ—‘
éléments qui couvrent Ej, ..., Ey est tel que (W\S)U{j} est une couverture. anr
la Remarque il s’en suit donc que j ne peut appartenir & aucune solution
du probléme dont le vecteur d’incidence vérifie a l'égalité. Ceci implique
que est équivalente a I'inégalité z; > 0. Comme n’est pas un multiple
positif de z; > 0 et DCKP(G) est de pleine dimension, ceci implique que
ne définit pas une facette.

2) D’abord observons que les vecteurs d’incidence des ensembles Sy, ..., S; de W avec
|S;| = [E—‘ pour ¢ = 1,...,1 sont affinement indépendants si et seulement si les
vecteurs gl’incidence des ensembles T7, ..., T ou T; = W\S;, pour i = 1, ..., 1, sont
aussi affinement indépendants. Supposons que I'assertion n’est pas vraie. Par la
Remarque et I'observation ci dessus, il en résulte qu’il n’existe pas assez de
solutions (|V| solutions) du probléme dont les vecteurs d’incidence vérifient
a l'égalité et sont affinement indépendants. D’ou ne peut pas définir une
facette.

3) Si k est un multiple de g, alors peut étre obtenue comme une combinaison
linéaire d’inégalités valides de DCKP(G), et ne peut donc pas définir une facette.

Suffisance :

Supposons que les Conditions 1)-3) sont vérifiées. Notons par ar < « et soit
br < [ une inégalité qui définit une facette de DCKP(G) telle que {z € DCKP(G)
| ax = a} C {z € DCKP(G) | bx = }. Nous allons montrer que b = pa pour un

certain p € R.

De 2), il s’en suit que les ensembles T; = W\S;, ¢ = 1,...,|W]|, sont des solutions
du DCKP. De plus comme 2%, ..., 2w sont affinement indépendants, il en résulte

i, 21wl le sont aussi. Soit A la matrice carrée dont les colonnes sont zt,

que T
..., 21wl Comme ces vecteurs sont affinement indépendants et sont donc linéairement
indépendants car ils ne contiennent pas le vecteur zéro, la matrice A est donc non

singuliére. De plus, comme |T;| = |W| — (%] pour tout ¢ = 1, ..., |W]|, il s’en suit que le
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systéme
AA = (/8’ b 75)7
a une unique solution donnée par
i = Lk’ pour i =1,.. |[W|.
wi- 2]
q
Comme T1, ..., Tjw sont tels que az”™ = a pour i = 1,...,|W|, et donc bz = 8 pour

i=1,..,|W]|, il en suit que b; = L]{:
W—{
q

] =ppouri=1,.. |W|

Considérons maintenant j € VA\W. De 1) il y a S C W avec S = |—| qui couvre
q

les hyperarétes Ei, ..., Ey et tel que T'= (W\S) U {j} n’est pas une couverture. D’ou

T\{j} et T sont des solutions de DCKP. Comme az”\U} = az” = a, et donc bx"\7} =

ba™ = B, il s’en suit que b; = 0.

Par conséquent, on a :

b; = p pour tout ¢ € W,
b; = 0 pour tout i € V\W.
Donc b = pa, et la preuve est compléte. 0

Dans ce qui suit nous caractérisons un cas particulier dans lequel I'inégalité (3.29))

peut définir une facette.

Théoréme 3.9. Considérons un hypercycle vy, By, va, ..., Uy, Ey, v1 dans H et supposons
que Ei, ..., E}y sont des ensembles distincts, et vq,...,v, sont des sommets distincts.
Alors Uinégalité (3.29) définit une facette de DCKP(G) si les conditions suivantes sont

vérifiées.

1) Chaque sommet appartient & au moins deux ensembles parmi Ey, ..., Ey (c’est a

dire ¢ = 2).
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2) k est impair.

3) Pour chaque ensemble S = {v,v;y2, ..., Vizo1} 00 v € E; et l est tel que k =20+ 1,
Pensemble W\S ne contient pas une couverture. Ici les indices sont modulo k.

4) Pour chaque j € VAW, il y a un ensemble S parmi ceux introduits dans 3) tel
que (W\S)U{j} n’est pas une couverture.

Preuve. Remarquons d’abord que d’aprés 1), il s’en suit que tout ensemble S C W
de la forme {v,v;y9,..., 05121}, avec v € E; dont v € E;,couvre toutes les hyperarétes
Ey, ..., Ex. De plus d’aprés 3), 'ensemble W\ S induit une solution de DCKP.

Notons par ax < « et soit bxr < f une inégalité qui définit une facette telle que
{z € DCKP(G) | ar = a} C {z € DCKP(G) | bx = }. Nous allons montrer que
b = pa pour un certain p € R.

Considérons les ensembles
W1 = W\Sl avec Sl = {01,1)3, ...,Uk},

W2 = Wl\SQ avec SQ = {'UQ,’Ug, ...,Uk}.

Ce n’est pas difficile de voir que W; et W, sont des solutions de DCKP tel que az"' =
az™"? = a. Donc bzt = bx"2 = 3, impliquant que b,, = b,,. Comme les sommets

vy, ..., Uk jouent le méme role, par symeétrie, il en résulte que
by, = by, = p pour tout 4,5 € {1,...,k}, (3.30)

pour un certain p € R.

Considérons maintenant un sommet v de FE; différent de v;. L’ensemble W3 =
(Wi\{v}) U {v1} est aussi une solution de DCKP avec az"* = a. d’ou ba""* = B.
Comme bz"" = B, ceci implique que b, = b,,. Comme v est arbitraire dans Fy, il en
résulte que b, = p pour tout v € E;. Et d’aprés , on obtient b, = p pour tout
veW.
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Pour compléter la preuve, en utilisant 4), on peut montrer de la méme maniére que

dans le Théoréme que b; = 0 pour tout j € VAW donc b = pa. O

Notons que les solutions de DCKP induisent un systéme indépendant dont les circuits
sont précisément les couvertures minimales (voir [95] pour des notions de base sur les
systémes indépendants). Dans [27], Euler et al. introduisent une généralisation des
inégalités de cycles impairs pour les systémes indépendants. Ces inégalités ont une
structure différente de celle de et peuvent dans certains cas étre considérées

comme un cas particulier de ([3.29)).

Dans ce qui suit, on présente de nouvelles familles d’inégalités valides qui combinent

les structures du probléme du sac & dos et du probléme de stable.

3.4.4 Inégalités de couverture-clique

Proposition 3.10. Soient C' une couverture de V et K CV une clique. Soit C* C C
telle que |C*| = | K|, et supposons que pour tout i € C*, il existe un objet unique j € K

qui est en conflit avec 1.

Soa+ > 4y < {MJ (3.31)

€K jec

est valide pour le DCKP(G).

Preuve. L’inégalité est obtenue par une procédure de Chvatal-Gomory. On a les in-
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égalités valides suivantes

in < 1,

icK
ri+x;< 1 pour tout i € C*,j € K,
ieC
-z < 0 pour tout [ € C'\ C*.

L’inégalité (3.31)) est obtenue en additionnant les inégalités ci-dessus, en divisant par

2, et en arrondissant vers le bas le second membre. 0

3.4.5 Inégalités de partition couverture-clique

Proposition 3.11. Considérons une clique K C 'V et soit Ky, Ks, ..., K, (r est pair)
une partition de K, c’est a dire, U;K; = K, et K;NK; = 0 pour tout i # j. Considérons
un ensemble d’objets T' C V tel que pour tout i =1,2,...r,, TUK; est une couverture.

Alors l'inégalité

La(T) < |

z(K) + 5

r|T| + |K| —r+ 1J (3.32)

2
est valide pour le DCKP(G).

Preuve. L'’inégalité est obtenue par une procédure de Chvatal-Gomory. On a les in-

égalités valides suivantes

in < 1

i€k
ij+ ijg |T| + | K;| — 1pour tout i = 1,2,...,r.
jeT jEK;

L’inégalité (3.32) est obtenue en additionnant les inégalités ci-dessus, en divisant par

2, et en arrondissant vers le bas le second membre. 0]
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit certaines familles d’inégalités valides pour le
polytope associé au DCKP. Certaines de ces familles dépendent directement de la
structure du sac a dos ou du stable. Mais d’autres combinent les deux structures.
Comme ce sera présenté dans I’étude expérimentale dans le chapitre suivant, certaines
classes parmi ces familles jouent un role central pour résoudre le DCKP a l'optimum

par un algorithme de coupe et branchement.



CHAPITRE 4

Le probléme DCKP : algorithme de

coupe et branchement

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme de coupe et branchement pour ré-
soudre le probléme DCKP. Cet algorithme est basé sur les résultats théoriques dévelop-
pés dans le chapitre précédent. Dans un premier temps, nous décrivons une procédure
pour générer une solution initiale. Ensuite, nous discutons d’algorithme de séparation.

Et enfin nous présentons nos résultats expérimentaux.

4.1 Présentation de I’algorithme de coupe et branche-
ment
Un algorithme de coupe et branchement alterne une phase de coupe et une phase de

branchement. Durant la phase de coupe, on génére des inégalités violées en utilisant

des algorithmes de séparation. Dans notre algorithme de coupe et branchement, on

développe des algorithmes de séparation pour les inégalités valides (3.17)), (3.22)), (3.23)),

et (3.26). En fonction de la classe d’inégalités, on développe soit une heuristique soit une
procédure exacte de séparation. De plus, en exploitant la relation étroite du probléme
DCKP avec le probléme classique du sac a dos, on développe une heuristique gloutonne

qui nous permet d’avoir une solution initiale réalisable pour le DCKP.
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4.2 Solution initiale et prétraitement

Afin d’avoir une borne inférieure initiale, on génére une solution réalisable pour le
DCKP en utilisant 'heuristique gloutonne donnée dans I’Algorithme [T} L’idée de cette

heuristique est la suivante. Nous commencgons d’abord par trier les objets j € {1,...,n}

pPj
wj+| V|

dans un ordre décroissant de (rappelons que V; représente 'ensemble des objets
qui sont en conflit avec I'objet j). Notons que le rapport utilisé pour trier les objets
référe a % du probléme du sac & dos, mais inclut aussi le degré de 'objet dans le
graphe de conflits. En d’autres termes, il est plus intéressant de commencer par des
objets ayant le moins de conflits possibles afin de ranger plus d’objets dans le sac a dos.
Une fois les objets triés, on met le premier dans le sac et on supprime automatiquement

tous ses voisins dans le graphe de conflits. Ce processus continue tant que la capacité

du sac n’est pas violée.

Algorithm 1: Une solution initiale utilisant une heuristique gloutonne

Data: Une instance du DCKP

Result: Une solution initiale pour le DCKP

Soit x un vecteur;

for je{1,...,n} do

L Tj < —1,

4 Ac, F <V,

/* A : capacité actuelle du sac a dos */

/* F : ensemble d’objets pouvant &tre rajoutés a la solution
actuelle */

while ' # () do

6 i< argmax{wj_ﬁvjl lj e F};

7 if w; < A then

for j €V, do

10 L x; < 0;

W N =

(S

11 else

12 Lxﬂ—O,F(—F\{i};

13 return la solution x ;
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4.3 Séparation des inégalités valides

Soit z € R™ la solution fractionnaire courante a couper, qui est la solution optimale
de la relaxation linéaire du PL donnée par (3.1)- (3.5)). Séparer une famille d’inégalités
valides consiste a trouver une inégalité ou plus qui soit violée par z, ou montrer qu’une

telle inégalité n’existe pas.

Dans ce qui suit nous allons décrire la séparation des inégalités va-

lides (B.17), (3.18), (3.23) et (3.26).

4.3.1 Séparation des inégalités de Clique

Les inégalités de Clique représentent une famille intéressante d’inégalités valides qui
sont faciles a générer. Pour cette raison, on a choisi de générer un ensemble d’inégalités
de clique dés la premiére relaxation linéaire a la racine de 'arbre de coupe et branche-

ment. On résout donc la relaxation linéaire du programme linéaire en nombres entiers

donné par (4.1)- (.5).

max Zpixi (4.1)

eV
s.t. Zwixi <c (4.2)
1%
> a < VK € X, (4.3)
jeK
vi+a; <1 V(i,j) € E{i,j} £ K,VK € X, (4.4)
z; € {0,1} VieV, (4.5)

ol X est une famille de cliques.
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Comme, identifier 'ensemble entier des cliques est NP-difficile, on a choisi de
générer un ensemble de cliques K en utilisant une heuristique gloutonne. La procédure
sous-jacente est décrite dans I’Algorithme On commence d’abord par trier les
objets dans un ordre décroissant de leur degré dans le graphe de conflit, c’est a
dire, V; , j € {1,...,n}. Soit X = 0 'ensemble de cliques que nous cherchons et
considérons K = () qui représente une clique initialement vide. Dans K, on met
le premier objet non encore couvert par une clique. Aprés, on met son premier
voisin dans le graphe de conflit. Par la suite, on ajoute tous les objets possibles
qui sont universels a des objets dans K, c’est a dire, des objets adjacents a tous

les objets de K. A la fin, on obtient une clique K qu’on ajoute a la famille de cliques X.

Algorithm 2: Heuristique de génération de cliques
Data: Une instance du DCKP
Result: Un vecteur de cliques
Soit K < () 'ensemble des cliques;
for:=1ton do
K+ {i};
F eV {i)
while F' # () do
j + argmaz{|E|||l € F};
if (j,l) € EVl € K then
| K« KU{}
o F— F\{j}

10 if |[K|>2 et K ¢ X then
11 | K+ KUK}

® N O ok W

12 return le vecteur des cliques X ;

Concernant la phase de séparation, on a choisi d’appliquer, avec quelques minces
modifications, une heuristique gloutonne simple présentée par Nemhauser et Sigis-
mondi [88] pour le probléme du stable. L’idée de 'heuristique est détaillée dans I’Al-
gorithme [3| et peut étre décrite comme suit. On choisit un sommet, disons j, ayant une

valeur maximale dans Z, et on pose K = {j}. Aprés on répéte le processus suivant.
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On détermine, s’il existe, un sommet de poids maximum selon Zz, disons ¢, parmi les
sommets qui sont universels & K (c’est a dire, t est adjacent & tous les sommets dans
K), on ajoute t & K et on répéte la procédure jusqu’a ce que I'on ne peut plus trouver
de sommet universel. Si Z(K) > 1 alors 'inégalité de clique induite par K est violée. Le
processus entier est alors répété pour un autre sommet initial j jusqu’a ce qu’on trouve
une inégalité violée ou jusqu’a ce qu’'un nombre maximum d’itérations est atteint. Dans
notre algorithme, on ne génére, si possible, qu'une seule inégalité de clique violée par

itération.

Algorithm 3: Séparation des inégalités de Clique
Data: Solution fractionnaire
Result: Une inégalité de clique violée

1 Classer les objets 7 € V tel que Z; > Zj41;
2 stop < fauz;

3 1+ 1;

4 while i < n et stop=faur do

5 K « {i};

6 F <« V\{i};

7 while F # () do

8 j < argmaz{z|l € F'};

9 if (7,1) € E pour tout | € K then
10 | K+ KU{j}

11 F+ F\{j};

12 if |[K|>2 et} 4%; >1then

13 L stop < vrai;

14 141+ 1;

15 return 'inégalité de clique violée induite par K ;

4.3.2 Séparation des inégalités de cycles impairs

Le probléme de séparation des inégalités de cycles impairs peut étre résolu d’une
maniére exacte en un temps polynomial comme il a été montré par Grotschel et al.

in [48]. La procédure de séparation est décrite dans [77]. On considére une solution
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fractionnaire courante z. Pour e = (i,7) € E, soit z. = 1 — ; — Z;. Comme T satis-

fait (3.3) et (3.4)), ze > 0 pour tout e € E. Par conséquent, les inégalités (3.26) peuvent

étre écrites sous la forme :

Z ze > 1 vV C cycle impair de G. (4.6)

ecC
Il s’en suit alors que séparer les inégalités par rapport a r, se raméne a séparer
les inégalités par rapport & z. On considére un graphe G et soit z. le poids de
l’aréte e pour tout e € FE. Afin de séparer les inégalités , il faut chercher un
cycle de poids minimum dans un graphe muni de poids non-négatifs sur les arétes.
Ce probléme peut étre résolu en temps polynomial. Pour ce faire, on considére un
graphe biparti G = (V'uv”, E) obtenu & partir de G de la maniére suivante : pour
chaque sommet v € V, on considére deux sommets v/ € V' et v € V", et pour chaque
aréte (u,v) on considére deux arétes (u/,v") € E et (u”,v') € E avec le méme poids
Zuot = Zymy = Zuy. Maintenant, chercher un cycle impair de poids minimum dans G
par rapport a z, passant par le sommet u, n’est rien d’autre que déterminer une chaine
de poids minimum dans G par rapport & Z entre v’ et v”. Comme Z > 0, ceci peut étre
fait en temps polynomial, en utilisant par exemple 1'algorithme de Dijkstra. A la fin de
cette étape, nous obtenons (sl existe) un cycle de poids minimum dans G, appelé C,
Si > z. < 1, alors une inégalité de cycle impair violée est détectée. Donc la séparation
se erea(inéne a calculer une plus courte chaine entre chaque paire de sommets u' et u”
dans G. Si le mimium parmi ces chaines est de poids < 1, alors le cycle correspondant
induit une contrainte de cycle impair violée. Sinon, aucune contrainte de cycle impair

n’est violée par rapport a .
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4.3.3 Séparation des inégalités d’hypercycle

Dans ce qui suit, on va décrire une heuristique pour séparer les inégalités d’hypercycle.

Notons d’abord qu’une inégalité d’hypercycle (3.29) peut aussi étre écrite sous la forme

> (l—a) > m .

iew q

L’heuristique fonctionne comme suit. Nous générons d’abord un ensemble de cou-
vertures minimales {E,...,E.} ou |E;| > 3, pour i« = 1,..,r. Soit & =
{E1, ... By, Eriq, ..., Eg}, ot Epyq, ..., E sont toutes les arétes du graphe de conflit G.
Soit U = LSJ E;.

On constlflzlilt ensuite un graphe biparti I' = (U U &', F) dont les sommets a gauche
sont les sommets de U, et les sommets a droite correspondent aux éléments de &'.
L’ensemble F' des arétes dans I' est défini comme suit. On considére une aréte entre
un sommet u de U et un ensemble E; € & si u € E;. On associe a chaque E; le poids
> (1 —2z;). On associe aux sommets de U le poids zéro. Chaque chemin dans I" entre
anisommet ¢ et un ensemble Ej, tel que ¢ € Ej, est un hypercycle dans ’hypergraphe
H = (V,&). Remarquons que comme I' est biparti chaque chemin alterne entre les
sommets de U et les ensembles de &'. L’heuristique calcule un chemin de poids mini-
mum entre ¢ et F, pour tout E,, h =1,...,s et u € Ej. Chaque chemin calculé induit

une inégalité d’hypercycle. nous déterminons le ¢ correspondant. Si le poids minimum

de ces chemins est < [—-‘ alors 'inégalité d’hypercycle correspondante est violée par
q

x.

Dans notre algorithme de coupe et branchement, de telles inégalités n’étaient pas
trés efficaces dans la résolution. En fait, la séparation des inégalités d’hypercycle prend
généralement beaucoup de temps, et dans la majorité des cas on ne réussit pas a
trouver une inégalité violée. Pour cette raison, on a choisi de ne pas inclure cette

famille d’inégalités valides dans le processus de séparation.
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4.3.4 Séparation des inégalités de couverture

On s’intéresse maintenant aux inégalités de couverture. L’algorithme de séparation
des inégalités de couverture est un probléme NP-difficile [73], et ¢’est probable-
ment aussi le cas pour les inégalités de couverture étendues ([3.22)). Dans [23], Corwded
et al. montrent que le probléme de séparation associé aux inégalités de couverture est

équivalent au pseudo-probléme du sac a dos en 0-1 suivant :

JjeV
ijyj > ¢, (48)
JjeEV
Yj € {0,1} VieV, (4.9)

ol y; est une variable binaire égale a 1 si j est inséré dans la couverture C, et 0
sinon. Une inégalité de couverture est donc violée quand la solution optimale, disons
y*, de (4.7)- a une valeur objective inférieure a 1. Dans ce cas, la couverture
C = {j € V]yj = 1} donne une inégalité de couverture violée. Afin d’accélérer la
séparation, Crowded et al. [23] ont proposé une méthode heuristique qui s’exécute en
O(nlog(n)). Celle-ci consiste a insérer des objets dans C' dans un ordre non décroissant

1-z; . X . R
de wa_“”] jusqu’a ce qu’une couverture soit obtenue. Quant aux inégalités de couverture
J

étendues , Gabrel et Minoux [34] proposent une séparation exacte qui se raméne
a la résolution d’une séquence de pseudo-problémes du sac & dos en 0-1. Pour notre
algorithme, on a choisi de séparer ces inégalités en utilisant une heuristique inspiré
de celles proposées par Kaparis et al. dans [69]. Cette heuristique est décrite dans

1-;
1 et on
wj

l’Algorithme On trie d’abord les objets dans un ordre non décroissant de
les stocke dans une liste L. On initialise aussi la couverture C* a ’ensemble vide et w*
a la capacité du sac a dos c. On retire ensuite un objet de la téte de la liste triée L. Si
son poids est plus grand que w* alors on l'ignore, sinon on l'insére dans C*. Si C* est

une couverture alors on étudie I'inégalité de couverture étendue qui lui correspond. Si
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I'inégalité de couverture étendue obtenue n’est pas violée, nous supprimons les objets
les plus lourds de C*, on forme une nouvelle inégalité de couverture C*, et on vérifie
a nouveau l'inégalité de couverture étendue correspondante si elle est est violée. Ce
processus est alors répété jusqu’a ce qu’on trouve une inégalité ECI violée ou si la liste

L est totalement explorée.

Algorithm 4: Séparation des couvertures étendues
Data: Une solution fractionnaire

Result: Une inégalité de couverture étendue violée ECT
Classer les objets j € V tel que =% < _l_zjﬂ;

wj T Wit

[ay

L <V en ordre;

C* 0 w* + ¢

stop < faux;

while L # () et stop—faur do

i < L[0];

L« L\ {i};

if w; < w* then

" C"U{iks

if C* est une couverture then

if le ECI correspondant a C* est violée then
L stop < vrai;

© 0w N O Gk wWwN

= e
N = O

13 else
14 w* <= maxw; ;
jeC

C* = C"\{j € C"fw; = w"}

15

16 return l'inégalité de couverture étendue violée ECT ;

En plus des inégalités de couverture étendues, on sépare également les inégalités de
couverture simples liftées . Pour ce faire, on a développé une procédure décrite
dans I’Algorithme[5] On commence d’abord par former une couverture C, on transforme
ensuite C' en une couverture minimale. On considére ensuite deux ensembles de C', c’est
a dire, F' et R, correspondant aux sous-ensembles d’éléments de C' ayant z; > 0 et
z; = 0, respectivement. Les étapes 10 et 13 de I'algorithme font référence a la phase de
lifting pour les deux ensembles F' et R. Ceci revient a calculer les coefficients a pour les

inégalités (3.23) comme donné dans ’Algorithme 6| Notons que dans I’Algorithme [6]
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on doit résoudre un probléme du sac a dos. Dans notre cas, on utilise une heuristique
gloutonne. On commence d’abord par trier les objets dans un ordre non croissant de
577 ou z; = 1 si l'objet i € C, et z; = o; sinon. On met ensuite les objets triés dans le
sac tant que les contraintes de capacité correspondantes ne sont pas violées.

Pour une description plus profonde des séparations des inégalités de couverture le

lecteur est référé a |67, 68 69].

Algorithm 5: Séparation des inégalités de couvertures liftées
Data: Une solution fractionnaire z
Result: Une inégalité de couverture liftée violée
1 Classer les objets j € V tel que 1;? < %,
C+0,j+ let A<c
while j <n et A >0do
¢« CUUE
A=A —wj;
JeIi+1

(<3N 1 BN VU V)

supprimer des éléments de C' pour qu’elle soit minimale;
Soit F': {j € C|z; > 0};

9 Soit R:{j € C|z; =0};

10 Up-lifting dans F;

11 if ["inégalité résultat n’est pas violée then

12 L stop;

13 Up-lifting dans R;

14 return 'inégalité de couverture liftée violée;

® N

En utilisant les algorithmes de séparation présentés précédemment, on développe un
algorithme de coupe et branchement. Une étude expérimentale est effectuée sur un

ensemble d’instances du probléme. Celle-ci sera présentée dans la section suivante.

4.4 Etude expérimentale

L’algorithme de coupe et branchement est implémenté en C+-+ et testé sur un Bi-
Xeon quad-core E5507 2.27GHz avec 8Go de RAM, tournant sous Linux. On utilise

CPLEX 12.5 comme solveur linéaire.
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Algorithm 6: La procédure du Up-lifting

Data: Une inégalité de couverture
Result: Les Coefficients de lifting a;, j € V' \ C
1 Soit ji,...,Jr un ordre de V' \ C;

2 14+ 1;
t—1
3 Considérons I'inégalité valide 221 %5+ ie0 i <O =1
1=
/* Résoudre le probléme du sac a dos suivant */
t—1
max 21 Qj,Tj; + Zje(} Lj
i=
4G = =
s.t. z:leixji + Zjec w;r; < ¢ — wjy,
1=
x € {0, 1}1CH+t-1,
5 aj, + |C] —1—(;
6 t<—t+1;
7 Arréter sit =r;
8 return Les coefficients du lifting «;, j € V'\ C;

4.4.1 Description des instances

Les instances du probléme sont générées en utilisant le générateur d’instances de
David Pisinger pour le probléme du sac a dos classique (utilisé dans [92] et [80],
voir http://www.diku.dk/“pisinger/codes.html). Certains paramétres sont fixés
suivant les instances générées par Hifi et Michrafy dans [59] et Yamada et al. in [IT1].
Nous avons testé deux sortes d’instances : non corrélées et fortement corrélées. Pour
les instances corrélées, les poids et les profits des objets sont aléatoirement générés de
1 a4 100. En ce qui concerne les instances fortement corrélées, les poids des objets sont
aléatoirement générés de 1 a 100, et chaque profit ¢; est égal & w; +10 pouri =1,...,n
(rappelons que ¢; correspond au profit et w; au poids de l'objet 4, respectivement). On

a testé trois groupes d’instances de 100 a 1000 objets.

La capacité du sac & dos pour chaque groupe d’instances est calculée en utilisant la
formule proposée par David Pisinger :
[ % Z]EV wj

T o1
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ou [ et S sont des paramétres. Nous fixons S a 1000, et [ & 5 et 10, respectivement.
Concernant 'aspect disjonctif, les conflits entre les objets sont générés aléatoirement
et la densité n du graphe de conflit G' prend, comme dans [59] et [IT1], les valeurs
suivantes n = 0.005, 0.007, 0.009, 0.010, et 0.020. De plus, nous avons fixé un temps

limite & 10800 secondes.

4.4.2 Résultats expérimentaux

Afin d’évaluer la performance de notre algorithme de coupe et branchement, on
compare nos résultats aux résultats donnés par Cplex pour la formulation originale
pour le DCKP, c’est a dire, ILP —, sans prendre en compte les inégalités
valides. Notons que nous désactivons également les inégalités valides générées par défaut
par l'algorithme de Cplex, afin de pouvoir le comparer avec 1'algorithme de coupe et
branchement. Rappelons que dans notre algorithme de coupe et branchement nous
avons généré un ensemble d’inégalités de clique dés la premiére relaxation linéaire &
la racine de 'arbre et nous résolvons par la suite la relaxation linéaire du programme

linéaire en nombres entiers donné par (4.1)- (4.5). Rappelons aussi que nous avons

séparé les inégalités valides (3.17)), (3.26), (3.22) et (3.23]). Aprés avoir testé différents

ordres de la séparation, nous avons choisi de séparer les inégalités valides dans 'ordre
suivant. Nous avons d’abord séparé les inégalités de clique (3.17), puis les simples
inégalités de couverture liftée (3.23]), puis les inégalités de couverture étendue, ((3.22))

et enfin les cycles impairs (3.26)).

Les résultats sont présentés dans les Tables et dans l'annexe. Les
trois premiéres colonnes de chaque table représentent les caractéristiques principales

de 'instance.

Ensuite les 8 colonnes suivantes représentent les résultats correspondants a 'algo-
rithme de coupe et branchement. Finalement, les 4 colonnes restantes donnent les

résultats obtenus par Cplex.
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Les autres entrées des Tables sont les suivantes :

n : nombre d’objets

m : nombres d’arétes dans G (contraintes de disjonction)

i : densité du graphe de conflit

nodes : nombre de sommets dans ’arbre de coupe et branchement
Gap-final . Derreur relative entre la meilleure borne inférieure

et la meilleure borne supérieure
Gap-root . Derreur relative entre la meilleure borne inférieure

et la borne supérieure a la racine

ECI : nombre d’inégalités de couverture étendues générées
LCI . nombre d’inégalités de couverture liftées générées
Cliques : nombre d’inégalités de cliques générées

OddCycles : nombre d’inégalités de chemins impairs générées
CPU : Temps total d’exécution (en secondes)

La valeur du Gap final est utilisée pour analyser l'efficacité de 'algorithme. Quand
cette valeur est égale a 0, cela veut dire que l'instance est résolue a 'optimum. La
valeur de Gap-root refléte la qualité de la relaxation linéaire au nceud racine de I'arbre
de coupe et branchement avant le branchement comparé a la meilleure borne inférieure
obtenue a la fin. Notons également que le nombre de contraintes disjonctives, c’est a
dire m, est lié a la taille et a la densité du graphe de conflit a travers la formule suivante
m = n@.

Au total, on a testé notre algorithme sur 170 instances. Celles-ci peuvent étre classées
en instances faciles, moyennes et difficiles. La difficulté d’'une instance dépend fortement
du nombre d’objets n, du nombre de contraintes disjonctives m, et du paramétre [ qui
influe directement sur la valeur de la capacité du sac a dos (c.f. la formule de capacité
est donnée plus haut). Plus les valeurs de n et m sont élevées, plus l'instance est difficile.

On note également que les instances avec des capacités calculées avec [ = 10 sont un
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peu plus difficiles que celles avec [ = 5.

Pour le groupe d’instances faciles, notre algorithme a pu résoudre a 'optimum les
instances dans un laps de temps réduit. En fait, pour 61 instances on a atteint ’op-
timum en moins de 300 secondes. Les instances moyennes ont pris beaucoup plus de
temps pour étre résolues a optimum (8 instances), et les instances difficiles ont atteint
la limite de temps sans arriver & une solution optimale. Dans le groupe d’instances dif-
ficiles, on a trouvé quelques instances “souples” pour lesquelles on a obtenu un gap final
inférieur ou égal & 10% (23 instances). Les instances trés difficiles ont atteint cependant
d’importantes et méme énormes valeurs de gaps finaux, montrant donc la difficulté des

instances testées.

En se basant sur les résultats des quatre tables, on peut conclure que notre algorithme
de coupe et branchement dépasse les résultats de Cplex pour quasiment toutes les
instances. En fait, en appliquant ’algorithme de coupe et branchement, on a été capable
de réduire les valeurs de gap pour toutes les instances. Nos gaps a la racine sont toujours
meilleurs que ceux de Cplex, ce qui prouve efficacité des inégalités valides générées
pour avoir serré la relaxation linéaire. Ces inégalités valides sont en fait extrémement
cruciales pour améliorer la résolution des instances difficiles. En fait, pour des instances
avec plus de 600 objets, notre algorithme de coupe et branchement fournit des valeurs
acceptables de gaps pour lesquelles Cplex a atteint d’énormes valeurs. Notre algorithme
a aussi été capable de résoudre a 'optimum des instances que Cplex n’a pas pu résoudre
dans la limite de temps. Considérons la Table et prenons par exemple l'instance
n = 500, n = 0.1 que Cplex n’a pas pu résoudre et qui a eu un gap final égal & 6.84%.
La méme instance a été résolue a 'optimum par 'algorithme de coupe et branchement
apres environ 4080 seconds. Méme cas pour l'instance n = 300, n = 0.2 et 'instance
n = 400, n = 0.07 de la Table [£.2] Nous remarquons aussi que, comparé a Cplex, notre
algorithme de coupe et branchement permet une réduction du temps total d’exécution
ainsi que la taille de ’arbre (donnée par le nombre de nceuds). A travers les résultats

expérimentaux on note également que notre algorithme de coupe et branchement a été
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performant, étant donné qu’il était capable de garantir 'optimalité pour 69 instances
sur 170 instances qui sont généralement difficiles. Aussi 9 instances ont été résolues a
I'optimum au neeud racine de 'arbre de coupe et branchement (5 pour Cplex), et pour
68 instances nous avons un gap a la racine trés intéressant ne dépassant pas 10% (47
instances résolues par Cplex ont un gap a la racine inférieur a 10%). Ceci prouve qu’on

a réussi a serrer la relaxation linéaire du DCKP en utilisant nos inégalités valides.

Comme c’est mentionné plus haut, on sépare 4 familles d’inégalités valides, c’est a
dire, les cliques, les chemins impairs, les couvertures étendues et liftées. En se basant ces
expérimentations, on peut voir que le nombre d’inégalités générées de chaque famille
dépend du groupe d’instances. Pour presque toutes les instances, nous remarquons que
le nombre d’inégalités de chemins impairs générées est le plus important, atteignant
plus de 10000 pour certaines instances difficiles. Pour les autres familles d’inégalités, on
génére un nombre raisonnable. De plus, comme signalé ci-dessus, le nombre d’inégalités
générées de chaque famille d’inégalités valides dépend directement de l'instance. Par
exemple, quand les instances sont de petite taille (c’est a dire, concernant n et m),
on génére un nombre réduit de cliques et de cycles impairs. Ceci est normal parce
que pour de telles instances le graphe de conflit est creux. Plus l'instance est grande,
plus on génére de cliques et de cycles impairs étant donné que le graphe de conflit
devient plus dense. Pour les deux familles d’inégalités de couverture, c’est a dire, les
étendues et les liftées, on remarque que le nombre généré dépend non seulement de
la taille de I'instance, mais aussi de son type et de sa capacité (et donc du paramétre
[). En général, le nombre d’inégalités de couverture générées est plus important pour
les instances fortement corrélées (Tables et 4.4) comparées a celles non corrélées
(Tables et . Il est clairement plus grand pour des instances avec [ = 5 que pour
celles avec | = 10, puisque les capacités pour le second groupe sont plus grandes. On
remarque aussi que pour les grandes instances, (plus que 500 objets, [ = 10), on n’était
pas capable de générer des inégalités de couverture étendues et liftées. Ceci est normal

pour ces familles d’inégalités. Rappelons que pour séparer ces inégalités, on utilise une
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méthode heuristique qui résout un probléme du sac a dos ou un pseudo probléme du sac
a dos avec un algorithme glouton. Plus I'instance est grande, plus on perd de la qualité
dans la solution du sous-probléme du sac a dos. Par conséquent, ce serait intéressant si

on pouvait améliorer la séparation de ces familles pour des instances de grande taille.

Tous les arguments ci-dessus prouvent 'efficacité de notre algorithme de coupe et
branchement pour résoudre le probléme de DCKP. Notons, cependant, que pour une
instance (voir Table I'instance n = 400, n = 0.07), Cplex a été capable d’atteindre
loptimalité mais pas 'algorithme de coupe et branchement. Notre algorithm a, par
contre, un meilleur gap a la racine que celui de Cplex (5.32% pour Dalgorithme de
coupe et branchement, 8.06% pour Cplex), et il a été trés proche de 'optimum (gap
final égal & 0.19%). Ceci est principalement dia au nombre d’inégalités de couverture

étendues et de couverture liftées générées qui ont atteint 10767 et 1839, respectivement.
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4.5 Conclusion

Nous avons développé dans cette section un algorithme de coupe et branchement pour
le DCKP. Pour ce faire, des procédures de séparation exactes et heuristiques ont été
d’abord décrites. Un grand nombre d’instances a été testé. Les résultats expérimentaux
montrent clairement 'efficacité de notre algorithme pour résoudre ce probléme difficile

a 'optimum.



CHAPITRE 5

Le probléeme DCKP : résolution par
Recherche Tabou

Comme nous 'avons remarqué dans le chapitre précédent, la méthode exacte de
coupes et branchements est efficace pour la résolution des instances de petite et
moyenne taille pour le probléme DCKP. Pour les instances de grande taille, il convient
d’utiliser des approches heuristiques et métaheuristiques permettant d’avoir des solu-
tions proches de 'optimum dans un temps d’exécution raisonnable. Dans ce chapitre,
nous nous proposons de résoudre le probléme DCKP en utilisant la métaheuristique de
Recherche Tabou Probabiliste. Il s’agit d’une variante de la métaheuristique Recherche
Tabou dans laquelle on rajoute une pondération sur les mouvements de fagon a favoriser

ceux avec les plus hautes évaluations. Ce travail a fait 'objet de la publication [I0].

5.1 Recherche Tabou

Comme il a été indiqué au Chapitre 1, la métaheuristique de Recherche Tabou, Tabu
Search (TS), a été initialement introduite par Fred Glover (1986) [41I]. Son principe
se base sur des procédures permettant d’une part d’échapper aux optima locaux et
d’autres part d’explorer largement ’espace de recherche en franchissant parfois les
frontiéres de faisabilité. La Recherche Tabou est une méthode de recherche locale qui

explore, au-dela de I'optimalité locale, 'espace de solution en utilisant une mémoire
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adaptative pour plus de flexibilité dans la recherche. La métaheuristique commence par
une solution initiale, réalisable ou non, et se déplace itérativement d’une solution a son
voisin jusqu’a satisfaire les critéres d’arrét fixés a ’avance. La Recherche Tabou permet
des déplacements qui détériorent la fonction objectif de la solution courante x & choisir.
Elle peut étre vue comme une méthode de recherche a voisinage dynamique puisque
les mouvements sont sélectionnés d’un voisinage modifié N*(z) de la solution courante
z. En effet, les structures de court terme font une restriction du voisinage N(z), i.e.,
N*(x) = N(x) —TL, avec TL la liste tabou. Les structures de long terme, quant a elles,
développent le voisinage N(x), i.e., N*(x) = N(z) U ES, avec ES est I'ensemble de so-
lutions élites. La liste tabou T'L permet de garder les traces des attributs des solutions
qui ont changé sur un passé récent. Ces attributs correspondent & des informations
sur des propriétés caractérisant les solutions en se déplacant de I'une & 'autre. La mé-
moire adaptative de la Recherche Tabou est utilisée pour créer un équilibre entre les
phases d’intensification et de diversification. Les stratégies d’intensification permettent
d’intensifier la recherche autour des solutions considérées chronologiquement de bonnes
solutions. Les stratégies de diversification conduisent la recherche a des régions diffé-
rentes de celles déja examinées.

Une description extensive de la métaheuristique de Recherche Tabou peut étre trouvée

dans [46, (2].

5.2 Recherche Tabou Probabiliste

La Recherche Tabou Probabiliste, Probabilistic Tabu Search (PTS), est une variante
de la Recherche Tabou pour laquelle les mouvements sont choisis de facon probabiliste.
En effet, une pondération sur les mouvements est considérée sur les solutions précédem-
ment évaluées (ou un sous-ensemble des meilleures de ces solutions) afin de favoriser
celles avec la meilleure évaluation [42], 43]. Plusieurs implémentations de la Recherche

Tabou Probabiliste ont été développées dans la littérature, voir par exemple Faigle et
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Kern [28], Crainic et al. [21], Glover et Lokketangen [39], Xu et al. [I09] et Soriano et
Gendreau [100].

Comme nous 'avons mentionné précédemment, nous nous proposons d’utiliser la mé-
taheuristique de Recherche Tabou Probabiliste pour résoudre le DCKP. Pour ce faire,

nous présentons dans les sections suivantes les étapes de base de notre approche.

5.2.1 Solution initiale

Exploitant la relation étroite du DCKP avec les problémes classiques du sac a dos
et du stable maximum, plusieurs procédures peuvent étre envisagées pour générer une
solution initiale pour le DCKP. Par exemple, Yamada et al. [TTT] proposent une adap-
tation de ’heuristique gloutonne appliquée au probléme du sac & dos en rajoutant
respectivement les objets en ordre décroissant de i—i, et tout en respectant les con-
traintes de disjonction. De facon similaire, des heuristiques constructives inspirées du
probléme de stable maximum peuvent étre utilisées pour construire de fagon gloutonne
des solutions pour lesquelles on vérifie aprés la contrainte sac a dos.

Dans notre travail, nous proposons une heuristique gloutonne dans laquelle la sélection
des objets prend en compte non seulement le profit et le poids des objets, mais aussi
le degré des sommets dans le graphe de conflit (i.e., le nombre de conflits pour chaque

objet), et la densité du graphe de conflit. Le pseudo code de I'heuristique proposée est

donné dans I’Algorithme

L’heuristique gloutonne suppose que les objets sont ordonnés en ordre décroissant de

oty ou 6(i) = {j € N[(i,j) € E} est I'ensemble des objets en conflit avec 'objet 4,
d; = |0(7)| est le degré de 7, n est la densité du graphe de conflit G = (V, E), et a est
un parameétre. Dans nos expérimentations, le paramétre a est fixé a 0.1. L’algorithme
commence par un sac a dos vide, i.e., x; = 0 pour tout ¢ € V. Ensuite, les objets non-

sélectionnés sont explorés dans l'ordre et rajoutés tant que la contrainte de capacité

n’est pas violée. Une fois 'objet i sélectionné, tous les objets j € d(i) en conflit avec i
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Algorithm 7: Heuristique Gloutonne
Data: Une instance du DCKP
Result: Une solution réalisable .

1 Ordonner les objets tels que wif;ndi > wi+1ﬁf;1]dz‘+17 i=1,2,...,n—1;
2 for:=1tondo

3 L r; =0

4

5 Ac, F<V;

6 while ' £ () do

7 Sélectionner le ler objet ¢ dans F’;

8 if w; < A then

9 T 1L, A A—wy, FF< F\§i);
10 for j € 6(7) do

11 L ;< 0;

12 else

13 | 2 0,F « F\ {i};

14 return z ;

seront interdits dans les itérations futures.

5.2.2 Structure du voisinage et son exploration

La définition de la structure du voisinage est I'une des étapes cruciales d’une re-
cherche locale. Chaque solution voisine x’ est atteinte a partir de la solution courante
x en appliquant un seul ou plusieurs déplacements élémentaires, ¢.e., une série de mo-
difications locales de z. Les structures de voisinage pour le probléme du sac a dos et
le probléme du stable maximum impliquent souvent les mouvements élémentaires dits
d’ajout “Add” et de suppression “Drop”, qui permettent de fixer z; & un ou zero (i.e.,
en complémentant la variable x; a 1 — x;).

Dans notre heuristique Recherche Locale Probabiliste, nous utilisons les voisinages de
facon dynamique en incluant des mouvements multiples de “Add” et “Drop”. Soit k
un entier non-négatif, le voisinage d’une solution x est le sous ensemble de 'espace de

recherche défini par :
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NF¥(z) = {2’ obtenu & partir de x en supprimant k objets et en rajoutant d’autres

tant que la faisabilité est maintenue }.

Dans nos expérimentations, nous choisissons de varier la valeur du paramétre k dans
{1,3,5,7}. Comme la taille du voisinage N*(x) devient de plus en plus grande quand la
valeur de k£ augmente, nous avons opté pour différentes stratégies de la liste candidate
utilisées pour restreindre le nombre de solutions considérées dans une itération donnée.
Afin d’équilibrer les phases d’intensification et de diversification, nous avons choisi
quatre types de stratégies définissant la liste candidate en utilisant, semi-aléatoirement,
un échantillon des solutions de N*(z). Chaque liste candidate CL"(z), h = 1,..,4
représente un sous-ensemble de N*(z) \ T'L, avec T'L est la liste tabou. La cardinalité
des listes candidates est notée [ = |C'L"(x)|. Dans nos expérimentations, nous fixons
[ = 30. Chaque élément de CL"(x) pour h = 1,..,4 est obtenu en supprimant k objets
de la solution courante z. La différence principale entre ces listes candidates survient
dans la phase d’ajout de nouveaux éléments a la solution courante.

Plus précisément, aprés avoir supprimé les k£ objets, chaque solution des quatre listes

candidates est construite comme suit :

— CL'(x) : Les variables i fixées & 0 dans la solution courante z sont ordonnées

selon un ordre décroissant du ratio et on rajoute apres les objets tant que

la faisabilité est toujours garantie.

— CL?(x) : Les variables i fixées & 0 dans la solution courante z sont ordonnées
selon un ordre décroissant de p; — nd;, et on rajoute aprés les objets tant que la
faisabilité est toujours garantie.

— CL3(z) : Les variables ¢ fixées a 0 dans la solution courante x sont ordonnées
selon un ordre décroissant de p; —nd;, et on rajoute apres aléatoirement les objets
parmi les ¢ meilleurs tant que la faisabilité est toujours garantie.

— CL*x) : On ajoute aléatoirement les objets tant que la faisabilité est toujours

garantie.
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Notons que les listes candidates CL'(z) et C'L?*(z) sont utilisées pour renforcer 1’as-
pect “agressif” de la Recherche Tabou (i.e., phase d’intensification). Les listes C'L3(x)
et C'LY(x), quant a elles, intégrent 'aspect aléatoire afin d’explorer mieux I'espace de

recherche (phase de diversification).

L’Algorithme[8] donné ci-dessous, décrit la stratégie utilisée pour explorer le voisinage
N¥(x) d’une solution courante z. La premiére liste candidate C'L" est sélectionnée avec
une certaine probabilité. Dans notre algorithme, les listes candidates C'L'(z), CL?(x),
CL3(x) et C'L*(x) sont choisies avec les probabilités 3, 1, 2 et 55, respectivement. De
plus, afin de soutenir le caractére agressif de la Recherche Tabou, nous avons choisi
la meilleure solution voisine non-tabou dans chaque liste candidate CL"(z). C’est a

dire, une fois la liste candidate C'L"(x) est choisie, nous choisissons la solution voisine

2’ € CLMx) telle que

v’ = argmaz{pyly € CL"(x) — TL}.

Algorithm 8: Exploration du voisinage N*(x)

Data: Une solution =, N* et la liste tabou T'L.

Result: Une solution voisine 2’ € N*(x).
Fonction Exploration(z, N* TL)

[ury

2 Générer aléatoirement une valeur réelle r € [0, 1] ;
3 if r € [0,0.5] then

4 L fixer h =1;

5 if r € [0.5,0.75] then
L fixer h = 2;

7 if r € [0.75,0.9] then
L fixer h = 3;

9 if r €1]0.9,1] then
10 L fixer h =4;

11 Choisir la meilleure solution voisine 2’ = argmaz{pyly € CL"(x) — TL};
12 return 1’ ;

Dans notre implémentation, la liste tabou consiste en la paire (px, wx), représentant
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le cotit de la solution explorée et sa consommation de la ressource avec [ = 10.

5.2.3 Algorithme de la Recherche Tabou Probabiliste

L’algorithme de Recherche Tabou Probabiliste commence par une solution initiale x°
obtenue par une heuristique gloutonne constructive (voir Algorithme @ La solution
initiale devient ainsi la solution courante x = 2 et elle est insérée dans la liste tabou
TL = {2°}. L’algorithme de Recherche Tabou Probabiliste explore, un a un, dans un
ordre donné, et de fagon cyclique, les structures de voisinage N* pour k € {1,3,5,7}.
Quand la structure de voisinage N7 est atteinte, I’algorithme reprend la recherche
dans la premiére structure de voisinage N'. Le voisinage N! est changé en fixant k =
(k 4+ 2) modulo 8 aprés chaque ¢ itérations (dans notre implantation, nous avons fixé

q = 200 itérations).

Algorithm 9: L’algorithme de Recherche Tabou Probabiliste
Data: Une instance de DCKP
Result: La meilleure solution réalisable jusqu’a présent x*.
Construire une solution initiale 2° utilisant une heuristique gloutonne;
¥ 20 2« 29
TL « {2°};
iter < 0;
Sélectionner une valeur initiale k = 1;
while Le critére d’arrét n’est pas atteint do
2’ < Exploration(z, N*, TL);
TL<+ TL+{2'};
if px’ > pr* then
L R

C 00 N O ok W N =

[
o

11 T < 2

12 iter < iter 4+ 1;

13 if iter modulo ¢ = 0 then
14 |k (k+2) modulo 8;

15 return z* ;
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TABLE 5.1 — Charactéristiques des instances testées [64]
Inst. n m n c

1y 500 | 12475 | 0.10 | 1800
2ly 500 | 24950 | 0.20 | 1800
3ly 500 | 37425 | 0.30 | 1800
41y 500 | 49900 | 0.40 | 1800
oIy | 1000 | 24975 | 0.05 | 1800
6Iy | 1000 | 29970 | 0.06 | 2000
Iy | 1000 | 44955 | 0.07 | 2000
8Iy | 1000 | 39960 | 0.08 | 2000
9Iy | 1000 | 44955 | 0.09 | 2000
10Iy | 1000 | 49950 | 0.10 | 2000

5.3 Etude expérimentale

5.3.1 Description des instances

Nous avons évalué¢ notre approche de Recherche Tabou Probabiliste décrite dans
la section précédente sur un ensemble d’instances générées par Hifi et Michrafi [58].
Les caractéristiques principales de ces instances sont groupées dans le Tableau La
premiére colonne de ce tableau représente les noms des groupes d’instances testées. Ces
groupes sont labellisés jIy, j € {1,2,...,10} (avecy € {1,...,5}). Pour chaque groupe
d’instances, les autres colonnes du Tableau donnent respectivement le nombre n
d’objets, le nombre m = |E| d’arétes dans le graphe de conflit, la densité n du graphe,
et la capacité ¢ du sac a dos. Les instances labellisées de 11y a 41y, avec y € {1,...,5},
représentent des instances de taille moyenne avec n = 500, une capacité ¢ = 1800, et
une densité ) allant de 0.1 a 0.4. Notons que le nombre m des contraintes de disjonction
dépend directement de la densité du graphe. Le deuxiéme groupe d’instances labellisées
de 5Ty a 101y, avec y € {1,...,5}, regroupe des instances de plus grande taille avec
n = 1000, ¢ = 1800, ou 2000 et une densité n qui varie de 0.05 & 0.10.
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5.3.2 Contexte informatique

L’algorithme de Recherche Tabou Probabiliste est codé en Java et testé sur un Intel
Pentium Core i5-6500, 3.2 GHz, 4Gb RAM. Vu la complexité du DCKP, nous avons
choisi de fixer un temps d’exécution limite a 250, 500, et 1000 secondes, respectivement.
Afin d’éviter l'aspect aléatoire de I'algorithme et avoir un apercu moyen et général
pour chaque groupe d’instance jly, avec j € {1,...,10} et y € {1,...,5}, les tests

sont exécutés 10 fois.

5.3.3 Reésultats expérimentaux

Les résultats de l'algorithme de Recherche Tabou Probabiliste (PTS) sont groupés
dans les tableaux et et sont comparés a ceux obtenus par les deux

méthodes les plus récentes en litérature [57, 64].

Dans le Tableau [5.2] nous rapportons les valeurs moyennes obtenues pour chaque
groupe d’instances. Dans les deux premiéres colonnes, nous mettons les meilleures
valeurs objectifs obtenues dans [57] et [64], respectivement. Les autres colonnes re-
présentent les meilleures valeurs obtenues par notre algorithme pour un temps limite
fixe a T = 250, T' = 500, et T" = 1000 secondes, respectivement. La derniére colonne
donne la meilleure valeur parmi toutes celles obtenues par les différentes approches de
résolution du DCKP. Sur cette colonne, les valeurs en gras sont les meilleures connues,
pour lesquelles notre méthode (i.e., La Recherche Tabou Probabiliste, PTS) est au
moins aussi bonne que les meilleurs résultats connus selon les méthodes de résolution

dans [57] et [64]. Les valeurs marquées en astérisque représentent les instances pour

lesquelles notre méthode est meilleure que les approches précédemment mentionnées.

A partir du Tableau on peut déduire que notre algorithme donne des résultats
trés satisfaisants en le comparant aux méthodes développées dans [64] et [57]. Pour la

majorité des instances, nous avons atteint les meilleures valeurs actuellement connues
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TABLE 5.2 — Etude comparative entre PTS vs HGNS [64] et IRS [57]

résultats de Hifi et al. (|57 64]) résultats PTS
inst. | IRS [57] HGNS [64] T=250s | T=500s | T=1000s Best
111 2567 2567 2567 2567 2567 2567
112 2594 2594 2594 2594 2594 2594
113 2320 2320 2320 2320 2320 2320
114 2303 2310 2310 2310 2310 2310
115 2310 2330 2330 2330 2330 2330
211 2100 2118 2115 2118 2118 2118
212 2110 2110 2110 2110 2110 2110
213 2128 2132 2115 2119 2119 2119
214 2107 2109 2109 2109 2109 2109
215 2103 2114 2110 2114 2114 2114
311 1840 1845 1845 1845 1845 1845
312 1785 1795 1795 1795 1795 1795
313 1742 1774 1774 1774 1774 1774
314 1792 1792 1792 1792 1792 1792
315 1772 1794 1794 1772 1794 1794
411 1321 1330 1330 1330 1330 1330
412 1378 1378 1378 1378 1378 1378
413 1374 1374 1374 1374 1374 1374
414 1353 1353 1324 1353 1353 1353
415 1354 1354 1332 1354 1354 1354
511 2690 2690 2700 2700 2700 2700*
512 2690 2700 2700 2700 2700 2700
513 2689 2690 2690 2690 2690 2690
514 2690 2700 2700 2700 2700 2700
515 2680 2680 2680 2689 2689 2689*
611 2840 2850 2850 2850 2850 2850
612 2820 2830 2830 2830 2830 2830
613 2820 2830 2830 2830 2830 2830
614 2800 2829 2830 2830 2830 2830%*
615 2810 2830 2830 2840 2840 2840%*
711 2750 2780 2780 2780 2780 2780
712 2750 2770 2780 2770 2780 2780*
713 2747 2760 2760 2770 2770 2770%*
714 2773 2800 2790 2790 2800 2800
715 2757 2770 2760 2770 2770 2770
811 2720 2720 2720 2720 2720 2720
812 2709 2720 2720 2720 2720 2720
813 2730 2740 2726 2740 2740 2740
814 2710 2720 2710 2720 2720 2720
815 2710 2710 2700 2710 2710 2710
9I1 2650 2677 2680 2670 2670 2680*
912 2640 2666 2666 2670 2670 2670
913 2635 2670 2670 2670 2670 2670
914 2630 2668 2660 2663 2663 2663
915 2630 2670 2661 2670 2670 2670
10I1 2610 2620 2624 2620 2620 2624%*
1012 2642 2630 2628 2630 2630 2630
1013 2618 2620 2620 2620 2620 2620
1014 2621 2620 2620 2620 2620 2620
1015 2606 2630 2619 2627 2627 2627
Avg. 2390.40 2401.66 2399.04 2401.34 2402.18 2402.46
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pour les différents groupes d’instances (valeurs en gras). En effet, notre approche de
Recherche Tabou Probabiliste est capable d’atteindre 46 meilleures solutions connues
sur 50 benchmarks, c’est a dire plus que 90% des instances testées. De plus, pour 8
sur 50 des groupes d’instances, nous avons été capables d’avoir de nouvelles meilleures
solutions connues (valeurs en gras avec astérisque). En effet, pour ces groupes d’ins-
tances, notre algorithme a été meilleur que la méthode de Recherche Arrondissante
Itérative (Iterative Rounding Search, IRS) développée dans [57], et la méthode hy-
bride de Recherche & Voisinage guidé (Hybrid Guided Neighborhood Search, HGNS)
de [64]. Pour seulement 4 parmi les 50 instances, notre algorithme donne un résultat
qui n’est pas meilleur que les autres trouvés dans [64] et [57]. Par contre, nous avons
été trés proches des meilleures solutions connues, i.e., au plus 6% des meilleures valeurs

connues.

Dans la derniére ligne du Tableau nous rapportons la moyenne globale sur
tous les groupes des instances testées. EEn se basant sur cette ligne, nous remarquons
que notre algorithme avait la meilleure valeur des moyennes globales. Ceci montre
qu’en moyenne notre méthode se comporte mieux que toutes les autres méthodes déja

développées dans la littérature.

Les autres tableaux de résultats, i.e., tableaux [5.3] and donnent les détails
des moyennes rapportées dans le Tableau Comme il a été mentionné avant, pour
chaque groupe d’instances jly, j € {1,...,10} et y € {1,...,5}, les tests sont exécutés
10 fois afin d’éviter le plus l'aspect aléatoire de l'algorithme. Les résultats groupés
dans les tableaux et [5.5] correspondent respectivement a un temps limite fixé
a T = 250, T = 500, et T" = 1000 secondes. Pour ces tableaux, la premiére colonne
correspond au nom de l'instance. Ensuite, les 10 colonnes suivantes correspondent aux
valeurs obtenues par les 10 exécutions de la méme instance (sur une ligne). Les trois
derniéres colonnes donnent la valeur maximale, minimale et moyenne obtenues des 10

valeurs précédemment rapportées. Une derniére ligne pour les trois tableaux rapporte
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les valeurs moyennes globales pour les différentes exécutions et les valeurs maximales,

minimales et moyennes.

A partir des tableaux [5.3] 5.4} et [5.5] nous pouvons remarquer que sur les 50 groupes
d’instances, nous avons pu atteindre les meilleures valeurs connues avec moins de 250
secondes. Pour 17 sur 50, nous avons eu les meilleures valeurs connues avec un temps
limite ne dépassant pas les 500 secondes. Aussi, pour seulement 1 instance, nous avons
eu besoin d’atteindre un temps limite de 1000 secondes afin de trouver la meilleure
valeur. Ceci montre que notre algorithme de Recherche Tabou Probabiliste donne de

trés bons résultats en un temps d’exécution trés raisonnable.
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TABLE 5.3 — Détails d’exécution des instances pour T=250 secondes

inst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 max min avg
111 2557 2567 2557 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2557 2565
112 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594
113 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320
114 2307 2307 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2307 2309.4
115 2320 2320 2320 2330 2320 2320 2320 2320 2330 2320 2330 2320 2322
211 2115 2115 2115 2115 2115 2110 2115 2115 2115 2115 2115 2110 2114.5
212 2110 2110 2110 2110 2110 2109 2109 2110 2110 2110 2110 2109 2109.8
213 2109 2100 2100 2100 2099 2108 2110 2109 2110 2115 2115 2099 2106
214 2107 2109 2109 2100 2105 2100 2099 2100 2099 2109 2109 2099 2103.7
215 2110 2100 2100 2100 2110 2110 2110 2100 2100 2103 2110 2100 2104.3
3I1 1845 1743 1688 1714 1698 1845 1778 1845 1845 1845 1845 1688 1784.6
312 1751 1695 1795 1751 1795 1751 1795 1795 1667 1779 1795 1667 1757.4
313 1712 1774 1739 1755 1739 1774 1755 1714 1774 1714 1774 1712 1745
314 1663 1680 1792 1663 1734 1641 1792 1663 1709 1734 1792 1641 1707.1
3I5 1724 1705 1794 1695 1724 1724 1772 1764 1794 1699 1794 1695 1739.5
411 1330 1330 1316 1330 1316 1321 1321 1330 1330 1321 1330 1316 1324.5
412 1378 1295 1297 1378 1378 1313 1301 1378 1378 1378 1378 1295 1347.4
413 1327 1334 1334 1327 1327 1374 1374 1315 1327 1374 1374 1315 1341.3
414 1311 1278 1324 1259 1324 1324 1304 1324 1304 1324 1324 1259 1307.6
415 1330 1298 1321 1312 1321 1321 1321 1312 1332 1330 1332 1298 1319.8
511 2690 2690 2690 2690 2690 2700 2690 2700 2690 2700 2700 2690 2693
512 2700 2700 2700 2690 2700 2690 2690 2700 2689 2690 2700 2689 2694.9
513 2690 2690 2690 2680 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2680 2689
514 2680 2697 2690 2690 2700 2690 2690 2697 2697 2696 2700 2680 2692.7
515 2680 2670 2680 2680 2670 2679 2680 2680 2670 2670 2680 2670 2675.9
611 2830 2850 2850 2850 2850 2840 2830 2850 2820 2850 2850 2820 2842
612 2830 2820 2820 2830 2830 2820 2830 2820 2820 2820 2830 2820 2824
613 2810 2820 2830 2820 2830 2820 2820 2830 2820 2810 2830 2810 2821
614 2816 2820 2810 2820 2818 2810 2820 2830 2810 2810 2830 2810 2816.4
615 2820 2830 2820 2820 2820 2830 2820 2820 2820 2830 2830 2820 2823
711 2770 2760 2760 2760 2770 2750 2769 2780 2750 2770 2780 2750 2763.9
712 2750 2750 2750 2760 2770 2780 2770 2770 2770 2770 2780 2750 2764
713 2750 2756 2758 2760 2760 2750 2760 2750 2759 2750 2760 2750 2755.3
714 2780 2780 2780 2770 2790 2780 2790 2780 2790 2790 2790 2770 2783
715 2750 2740 2750 2759 2760 2750 2750 2750 2750 2760 2760 2740 2751.9
8I1 2710 2710 2720 2700 2710 2698 2710 2710 2705 2720 2720 2698 2709.3
812 2720 2700 2700 2700 2710 2710 2707 2700 2710 2700 2720 2700 2705.7
8I3 2710 2710 2708 2710 2720 2710 2726 2705 2710 2700 2726 2700 2710.9
814 2700 2710 2700 2700 2709 2700 2690 2710 2690 2690 2710 2690 2699.9
815 2700 2690 2690 2689 2690 2700 2680 2700 2700 2700 2700 2680 2693.9
9I1 2680 2660 2657 2670 2640 2670 2650 2680 2660 2650 2680 2640 2661.7
9I2 2650 2660 2660 2650 2650 2650 2640 2650 2640 2666 2666 2640 2651.6
9I3 2670 2650 2660 2660 2640 2659 2650 2640 2650 2660 2670 2640 2653.9
914 2650 2660 2650 2659 2650 2644 2650 2640 2650 2639 2660 2639 2649.2
915 2661 2650 2650 2660 2640 2650 2656 2660 2644 2660 2661 2640 2653.1
1011 2619 2610 2610 2597 2600 2600 2609 2590 2624 2609 2624 2590 2606.8
1012 2620 2610 2610 2619 2610 2617 2600 2610 2610 2628 2628 2600 2613.4
1013 2620 2600 2610 2600 2620 2590 2600 2607 2600 2600 2620 2590 2604.7
1014 2600 2620 2610 2600 2613 2600 2599 2595 2599 2598 2620 2595 2603.4
1015 2600 2610 2610 2610 2600 2610 2610 2600 2619 2610 2619 2600 2607.9
Avg. 2385.52 2379.94 2385.16 2380.66 2385.12 2384.46 2386.86 2386.58 2385.42 2387.94 2399.04 2367.84 2384.766
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TABLE 5.4 — Détails d’exécution des instances pour T=500 secondes

inst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 max min avg
11 2563 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2563 2566.6
112 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594
113 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320
114 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310
115 2320 2320 2330 2330 2330 2330 2320 2320 2330 2320 2330 2320 2325
211 2115 2117 2115 2118 2117 2115 2115 2115 2115 2110 2118 2110 2115.2
212 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110
213 2110 2111 2109 2110 2119 2111 2119 2111 2111 2113 2119 2109 2112.4
214 2105 2107 2107 2107 2107 2100 2100 2107 2107 2109 2109 2100 2105.6
215 2110 2110 2110 2114 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2114 2110 2110.4
311 1743 1772 1700 1742 1763 1845 1845 1743 1708 1742 1845 1700 1760.3
312 1758 1774 1759 1795 1672 1795 1795 1774 1758 1795 1795 1672 1767.5
313 1774 1755 1774 1755 1739 1755 1755 1774 1750 1739 1774 1739 1757
314 1792 1792 1792 1753 1753 1792 1792 1792 1753 1663 1792 1663 1767.4
315 1742 1772 1732 1769 1769 1738 1772 1719 1748 1748 1772 1719 1750.9
a1 1330 1330 1321 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1321 1320.1
412 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1303 1378 1378 1303 1370.5
413 1374 1374 1334 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1334 1370
414 1350 1208 1350 1324 1350 1350 1324 1353 1324 1353 1353 1298 1337.6
415 1330 1332 1332 1332 1330 1330 1332 1354 1330 1330 1354 1330 1333.2
511 2690 2690 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2699 2700 2690 2697.9
512 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2690 2700 2700 2700 2690 2699
513 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2680 2690 2690 2680 2689
514 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2690 2700 2700 2700 2690 2699
515 2680 2689 2680 2680 2689 2689 2680 2680 2680 2680 2689 2680 2682.7
611 2850 2830 2840 2850 2850 2840 2830 2840 2850 2850 2850 2830 2843
612 2830 2820 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2820 2829
613 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830
614 2820 2830 2820 2830 2830 2829 2820 2820 2820 2828 2830 2820 2824.7
615 2820 2820 2830 2820 2820 2840 2820 2830 2830 2820 2840 2820 2825
711 2770 2770 2770 2770 2770 2770 2760 2770 2770 2780 2780 2760 2770
712 2760 2760 2770 2770 2760 2760 2760 2765 2760 2770 2770 2760 2763.5
713 2760 2750 2760 2760 2770 2770 2760 2760 2760 2770 2770 2750 2762
714 2780 2770 2790 2789 2790 2778 2780 2790 2789 2780 2790 2770 2783.6
715 2770 2760 2760 2760 2760 2760 2769 2760 2759 2770 2770 2759 2762.8
811 2720 2720 2710 2719 2720 2720 2720 2720 2720 2720 2720 2710 2718.9
812 2710 2720 2710 2710 2710 2700 2720 2719 2720 2717 2720 2700 2713.6
813 2730 2727 2730 2740 2720 2740 2728 2740 2720 2740 2740 2720 2731.5
814 2710 2710 2710 2710 2720 2720 2710 2710 2710 2710 2720 2710 2712
815 2700 2700 2710 2700 2710 2710 2700 2700 2710 2710 2710 2700 2705
oI 2660 2669 2670 2660 2670 2670 2670 2670 2660 2670 2670 2660 2666.9
912 2660 2660 2660 2670 2668 2660 2660 2660 2660 2659 2670 2659 2661.7
913 2670 2660 2670 2660 2670 2670 2670 2669 2666 2660 2670 2660 2666.5
914 2660 2663 2660 2650 2656 2660 2654 2650 2660 2660 2663 2650 2657.3
915 2660 2660 2660 2670 2660 2670 2650 2670 2660 2660 2670 2650 2662
1011 2611 2619 2620 2610 2609 2610 2610 2618 2610 2620 2620 2609 2613.7
1012 | 2630 2620 2620 2620 2628 2620 2620 2610 2620 2620 2630 2610 2620.8
1013 | 2620 2615 2620 2600 2610 2620 2610 2620 2610 2620 2620 2600 2614.5
1014 | 2610 2600 2620 2610 2610 2610 2610 2610 2607 2610 2620 2600 2609.7
1015 | 2610 2627 2610 2619 2610 2620 2620 2620 2620 2620 2627 2610 2617.6
Avg. | 2392.78 | 2392.44 | 2391.88 | 2393.18 | 2392.04 | 2396.80 | 2304.86 | 2393.72 | 2389.26 | 23092.16 | 2401.34 | 2378.44 | 2392.912
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TABLE 5.5 — Détails d’exécution des instances pour T=1000 secondes

inst. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 max min avg
111 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567 2567
112 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594 2594
113 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320
114 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310
115 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2320 2330 2330 2320 2321
211 2115 2117 2115 2118 2117 2115 2115 2115 2115 2110 2118 2110 2115.2
212 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2110
213 2110 2111 2109 2110 2119 2111 2119 2111 2111 2113 2119 2109 2112.4
214 2105 2107 2107 2107 2107 2100 2100 2107 2107 2109 2109 2100 2105.6
215 2110 2110 2110 2114 2110 2110 2110 2110 2110 2110 2114 2110 2110.4
3I1 1743 1742 1700 1742 1763 1845 1845 1743 1708 1742 1845 1700 1757.3
312 1758 1774 1759 1795 1672 1795 1795 1774 1758 1795 1795 1672 1767.5
313 1774 1755 1774 1755 1739 1755 1755 1774 1750 1739 1774 1739 1757
314 1792 1792 1792 1753 1753 1792 1792 1792 1753 1663 1792 1663 1767.4
3I5 1742 1772 1732 1769 1769 1738 1772 1719 1794 1748 1794 1719 1755.5
411 1330 1330 1321 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1330 1321 1329.1
412 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1378 1303 1378 1378 1303 1370.5
413 1374 1374 1334 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1374 1334 1370
414 1350 1298 1350 1324 1350 1350 1324 1353 1324 1353 1353 1298 1337.6
415 1330 1332 1332 1332 1330 1330 1332 1354 1330 1330 1354 1330 1333.2
511 2690 2690 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2699 2700 2690 2697.9
512 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2690 2700 2700 2700 2690 2699
513 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2690 2680 2690 2690 2680 2689
514 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2700 2690 2700 2700 2700 2690 2699
515 2680 2689 2680 2680 2689 2689 2680 2680 2680 2680 2689 2680 2682.7
611 2850 2830 2840 2850 2850 2840 2830 2840 2850 2850 2850 2830 2843
612 2830 2820 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2820 2829
613 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830 2830
614 2820 2830 2820 2830 2830 2829 2820 2820 2820 2828 2830 2820 2824.7
615 2820 2820 2830 2820 2820 2840 2820 2830 2830 2820 2840 2820 2825
711 2760 2770 2770 2770 2780 2770 2780 2770 2770 2770 2780 2760 2771
712 2770 2750 2770 2768 2770 2770 2780 2770 2770 2780 2780 2750 2769.8
713 2760 2770 2770 2760 2760 2760 2760 2760 2760 2760 2770 2760 2762
714 2790 2790 2790 2790 2790 2800 2790 2789 2790 2800 2800 2789 2791.9
715 2760 2760 2760 2760 2766 2770 2750 2770 2770 2770 2770 2750 2763.6
8I1 2720 2720 2710 2719 2720 2720 2720 2720 2720 2720 2720 2710 2718.9
812 2710 2720 2710 2710 2710 2700 2720 2719 2720 2717 2720 2700 2713.6
813 2730 2727 2730 2740 2720 2740 2728 2740 2720 2740 2740 2720 2731.5
814 2710 2710 2710 2710 2720 2720 2710 2710 2710 2710 2720 2710 2712
815 2700 2700 2710 2700 2710 2710 2700 2700 2710 2710 2710 2700 2705
9I1 2660 2669 2670 2660 2670 2670 2670 2670 2660 2670 2670 2660 2666.9
9I2 2660 2660 2660 2670 2668 2660 2660 2660 2660 2659 2670 2659 2661.7
9I3 2670 2660 2670 2660 2670 2670 2670 2669 2666 2660 2670 2660 2666.5
914 2660 2663 2660 2650 2656 2660 2654 2650 2660 2660 2663 2650 2657.3
915 2660 2660 2660 2670 2660 2670 2650 2670 2660 2660 2670 2650 2662
1011 2611 2619 2620 2610 2609 2610 2610 2618 2610 2620 2620 2609 2613.7
1012 2630 2620 2620 2620 2628 2620 2620 2610 2620 2620 2630 2610 2620.8
1013 2620 2615 2620 2600 2610 2620 2610 2620 2610 2620 2620 2600 2614.5
1014 2610 2600 2620 2610 2610 2610 2610 2610 2607 2610 2620 2600 2609.7
1015 2610 2627 2610 2619 2610 2620 2620 2620 2620 2620 2627 2610 2617.6
Avg. 2392.86 2392.44 2391.88 2392.96 2392.16 2397.24 2395.48 2394 2390.42 2392.56 2402.18 2378.72 2393.2
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la métaheuristique de Recherche Tabou Pro-
babiliste pour la résolution du probléme DCKP. Notre algorithme commence par une
solution initiale construite par une heuristique gloutonne. Nous utilisons par la suite
différentes structures de voisinage basées sur des mouvements de suppression (Drop) et
d’ajout (Add) explorés de facon cyclique. L’algorithme proposé est évalué sur un total
de 50 instances de la littérature contenant jusqu’a 1000 objets. Les résultats expéri-
mentaux montrent ’efficacité de notre algorithme pour la résolution de ces instances
en un temps raisonnable. En particulier, notre approche nous a permis d’atteindre 46
meilleures solutions connues et découvrir 8 nouvelles meilleures solutions sur les 50 ins-
tances testées. Ceci montre aussi 'efficacité des méthodes heuristiques pour atteindre
des solutions de bonne qualité en un temps raisonnable.

Dans le chapitre suivant, nous continuons l'intérét aux méthodes heuristiques et meé-
taheuristiques. Nous présentons une nouvelle heuristique et ’appliquons & une autre

variante du sac a dos, a savoir le sac a dos multidimensionnel.



CHAPITRE 6

Le probléeme MKP : approches

hybrides et relaxations

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme plus général du sac & dos multidimen-
sionnel (MKP) introduit dans le Chapitre 2. Nous développons une heuristique basée
sur la programmation linéaire pour ce probléme. Notre heuristique est une améliora-
tion de la méthode, dite Heuristique Itérative basée sur la Programmation Linéaire
(HIPL), proposée par Wilbaut et Hanafi dans [55]. Cette derniére est inspirée d’une
heuristique dite Heuristique basée sur la Programmation Linéaire (HPL), élaborée en
1978 par Soyerster et al. [I0I]. La méthode HPL consiste a résoudre exactement un
sous probléme généré a partir de la relaxation linéaire. La méthode HIPL est une im-
plémentation itérative de la méthode HPL. Comme continuation a ces travaux nous
proposons une Heuristique itérative basée sur la programmation linéaire et la décom-
position de I’espace de recherche en hyperplans dite HIPLy.

Elle repose sur la réduction de ’espace d’exploration par la fixation du nombre d’objets.
HIPL; est une combinaison de la méthode HIPL et une technique de décomposition
proposée par Vasquez et Hao [104].

Dans ce chapitre, nous présentons les heuristiques HPL, HIPL et HIPL, et nous dis-

cutons de résultats expérimentaux obtenus par la derniére pour le probleme MKP.
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6.1 Définitions

Avant de détailler les heuristiques susmentionnées, nous résumons, dans ce para-
graphe, quelques notations qui seront utilisées par la suite. Rappelons tout d’abord

que le probléme MKP peut étre représenté par le probléme (P) suivant.

,
n
max ==Y, pya

(P){ sc. diwyry<c Yie{l,...,m}, (6.1)

z €{0,1}",

ou p; et w; représentent respectivement le profit et le poids d’un objet j, ¢; la capacité

de la contrainte 7, n le nombre d’objets et m le nombre de contraintes.

Rappelons aussi la définition d’un probléme réduit P(z°, J) obtenu a partir d’une

solution réalisable z° du probléme (P) et d’un sous ensemble de variables J C V.

max =
s.c. Az < ¢,
(P(z°,.7)) (6.2)
r; =19 Vi e J,
xz € {0,1}",

\

ot A est la matrice des contraintes.

Notons par :

V =1,...,n 'ensemble des variables du probléme.

S l'espace de toutes les solutions réalisables d’un probléme donné P en variables 0-1.
v(P) la valeur optimale du probléme (P).

z() la valeur de la solution = (i.e. 2(z) = Y 7, p;z;).

LP(P) la relaxation linéaire du probléme (P).

z* la meilleure solution obtenue.
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Finalement, si ) un ensemble de contraintes, nous notons (P|Q) le probléme d’opti-

misation obtenu en ajoutant les contraintes () au probléme P.

6.2 Heuristiques et programmation linéaire

Des heuristiques basées sur la programmation linéaire ont été élaborées et utilisées
par plusieurs auteurs pour résoudre des problémes d’optimisation combinatoire. L’ap-
plication de ces méthodes est souvent choisie convenablement pour aboutir a de bons
résultats tant en qualité qu’en temps d’exécution. Ainsi, partant du fait qu’autour d’un
optimum fractionnaire ¥ - obtenu par la relaxation linéaire - les points binaires sont
de bonne qualité, plusieurs auteurs ont proposé de réduire ’espace de recherche a une
boule centrée en . Toutefois, il existe des cas ou la solution optimale ne voisine pas la

solution continue, et nécessite d’autres approches de réduction.

6.2.1 HPL : Heuristique basée sur la programmation linéaire

Cette méthode est mise en évidence depuis les années 70 par Soyster et al. [I01].
L’heuristique se base sur la résolution exacte d’un sous probléme réduit généré a partir
de la résolution de la relaxation linéaire. Cette heuristique, décrite dans 1’ Algorithme[I0]
procéde en deux phases.

Dans la premiére phase, on résout la relaxation linéaire d’un probléme P pour en

obtenir une solution optimale Z.
n
max Zj:l bjT;

z; €[0,1] Vie{l,...,n}.

Dans la deuxiéme phase, on résout le probléme réduit (6.4) généré en ne conservant
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que les variables fractionnaires de la solution ¥ comme variables libres. Il s’agit, en
effet, de résoudre de maniére exacte le probléme réduit donné par (6.4 pour en obtenir

une solution z° réalisable de (P).

)
n
max Zj:l bjTj

2?21 wiir; <¢  Vie{l,...,m},
T =T Vi€ J(z),
z; € {0,1} Vje{l,...,n},

P(z,J (%)) (6.4)

ou J(z) = {j|z; € {0,1}} correspond & l'ensemble d’objets a valeurs binaires dans z;,

solution de la relaxation linéaire (6.3)).

Algorithm 10: HPL
Data: Un probléme P
Result: une solution réalisable z°
1 Résoudre la relaxation linéaire de P et récupérer la solution fractionnaire T;
2 Résoudre le probléme réduit P(z, J(z)) avec J(z) = {j|z; € {0,1}} pour obtenir
une solution réalisable zV;
3 return z°

Cette méthode est en général efficace lorsque le nombre m des contraintes du pro-
bléme est petit par rapport au nombre n des variables du probléme. Ceci peut s’expli-

quer par le théoréme suivant.

Théoréme 6.1. [71, 105/
Toute solution réalisable de la relaxzation en continu d’un probléeme d’optimisation P

comportant n variables et m contraintes (m < n) a au plus m variables fractionnaires.

L’heuristique HPL est efficace pour une résolution rapide du probléme du sac a dos
et certaines de ses variantes telles que le MKP (voir [105]).
Dans |[106] Wilbaut et Hanafi ont proposé une généralisation de la HPL en une méthode

itérative présentée dans la section suivante.
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6.2.2 HIPL : Heuristique itérative basée sur la programmation

linéaire

Cette méthode est proposée par Wilbaut et Hanafi en 2009 [106], et est améliorée en
2011 par les mémes auteurs [55]. Son principe consiste & appliquer ’heuristique HPL

itérativement pour résoudre le probléme du sac a dos multidimensionnel.

A chaque itération, le sous espace de recherche exploré est modifié en ajoutant une
pseudo-coupe au probléme pour diminuer la valeur de la borne supérieure a I'itération
suivante tout en se dirigeant vers une région de recherche inexplorée. La contrainte
ajoutée est inspirée de la coupe canonique proposée par Balas et Jeroslow sur ’hyper-

cube unité [5]. Il s’agit d’ajouter a chaque itération I'inégalité :
fla < |JH@)] — 1, (6.5)

avec JH(Z) = {j € V|z; = 1} et f* est la transposée du vecteur f de dimension |V|
défini par :
1 osia =1,
fj — —1 Si ffj = O,
0 si .fj E}O, 1[

Chaque variable égale & 1 (respectivement 0) dans la solution courante re¢oit un
coefficient égal & 1 (respectivement -1) dans la contrainte. Les autres variables (i.e.,
les variables fractionnaires) ont un coefficient égal a 0. La contrainte sus-citée vise a
éliminer de I'espace de recherche les solutions préalablement visitées lors de la résolu-
tion du probléme réduit. Cette contrainte, est générée selon la solution optimale de la

relaxation en continu du probléme P a une itération donnée de I'algorithme.

L’ Algorithme [11] (introduit dans [I06]) décrit 'heuristique itérative HIPL. La pre-
miére étape de I'algorithme consiste a calculer une solution initiale réalisable z* par la

méthode HPL. Dans la seconde étape on ajoute au probléme courant () une pseudo-
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Algorithm 11: HIPL

Data: Un probléme P et max _iter
Result: une solution réalisable z*

1 Soit z* une solution réalisable;

2 Soient v* < z(z*); stop « faux; Q < P iter + 0;
3 while stop=faux do

4 soit & une solution optimale de PL(Q);

5 | soit ¥ une solution optimale de Q(z, J(Z));

6 | if 2(2") > v* then

7 Lm*<—x0;v*<—z(x*);

s | Qe Qe < 1@

9 iter < iter + 1;

10 if |2(7) — z(2*)] <1 ouiter > max_iter then
11 L stop < vrai

12 return z*

coupe générée selon la contrainte (ligne 8 de I’Algorithme et on résout le
nouveau probléme par la méthode HPL afin d’obtenir une solution fractionnaire z et
une solution réalisable z°. Cette étape est itérée tant que les conditions d’arrét ne
sont pas vérifiées. En effet, 'algorithme s’arréte lorsqu’on atteint un nombre maximum
d’itérations max_iter, ou lorsque la différence entre la borne supérieure donnée par
et la borne inférieure donnée par z° est inférieure a 1 (ligne 10 de I’Algorithme [11]).

Dans ce cas la borne inférieure est la solution optimale du probléme P.

L’heuristique HIPL a connu beaucoup de succés pour la résolution de problémes
difficiles d’optimisation combinatoire. En effet, en plus du MKP, plusieurs auteurs ont
opté pour le HIPL pour résoudre d’autres variantes du sac a dos. Par exemple, Haddar
et al. [50] proposent une nouvelle présentation de HIPL en adaptant au probléme de
la distribution équitable appelé en anglais Knapsack Sharing Problem (KSP). Aussi,
Crevits et al. [22] proposent une adaptation de HIPL au probléme MMKP (introduit

dans le chapitre 2).

Dans la Section nous proposons une heuristique inspirée de ’heuristique HIPL

et la Technique dite de décomposition de I’espace de recherche dans la section suivante.
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6.3 Technique de décomposition de 1’espace de re-

cherche

Notons que toute solution d’un probléme P en variables 0 — 1 peut étre caractérisée
par le nombre k£ de variables fixées a 1. Plus formellement, chaque solution vérifie une
égalité de type Z;”:l z; =k, k€ {l,...,n}. Il est évident que k varie d’une solution a
une autre.

Dans [104], Vasquez et Hao proposent de résoudre le probleme MKP par la métaheu-
ristique recherche tabou. Cette méthode introduit une technique de décomposition de
I’espace de recherche S en Hyperplans appelés Hy, et par la suite, la décomposition du
probléme P en sous problémes Py (i.e., Py est le sous probléme relatif a I'hyperplan
Hy). Notons que la résolution du probléme Py consiste a fixer & k le nombre d’objets
a mettre dans le sac.

Remarquons que l'exploration de tous les hyperplans Hy, de k = 1 & kK = n, c’est a
dire de l'espace tout entier, est inefficace et peut étre a l'origine d’une grande perte
de temps. L’idée est alors de se limiter a des hyperplans convenablement choisis et
qui ont une importance capitale pour la recherche d’une solution optimale. Pour ce
faire, les auteurs ont opté pour une réduction du nombre d’hyperplans & explorer, en se
basant sur le travail de Fréville et Plateau [32] qui proposent un algorithme pour I’en-
cadrement du nombre k. Cet encadrement fait appel a des outils de la programmation
linéaire pour calculer la valeur de k,,;, (respectivement k.. ) qui représente le nombre
minimal d’objets (respectivement le nombre maximal d’objets) a mettre dans le sac.
Vasquez et Hao ont développé un algorithme simple dont le principe est d’utiliser la

recherche tabou pour obtenir une borne inférieure z du probléme, puis résoudre par le
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simplexe le programme linéaire (respectivement le programme linéaire (6.7))).

PL(0min(2))

PL(0ymaz(2))

(

min Y, T
2 i1 Wiy < bi
2Pt = 2+ 1,
v [0,1]")

max Y5 T,
2 i1 Wiy < b;
> 1Pt >z + 1,
z € [0,1]",

Vie{l,..,m},

Vie{l,..,m}, 6.7)

Soient 0,,:,(2) la valeur optimale du probléme et Omae(2) la valeur optimale

du probléme . Notons que si on prend moins d’objets que kyin = |omin(2)], la

contrainte Z;LZI p;jxj > z+1 ne serait plus vérifiée. C’est a dire, dans ce cas, on ne peut

pas avoir une solution meilleure que celle ayant la valeur z. De méme, si on prend plus

d’objets que kyar = |Omaz(2)], 'une au moins des contraintes de capacité ne serait

plus vérifiée. Ainsi, les seules valeurs intéressantes de k pour le processus de recherche

locale sont celles comprises entre k,,;,, et knaz-

Par la suite, en fixant des bornes inférieure k,,;,, et supérieure k,,,, pour k, on se

limite a 'exploration de k4. —

kmin + 1 hyperplans Hy au lieu de n.
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6.4 HIPL; : Heuristique itérative basée sur la pro-
grammation linéaire et la décomposition de I’es-

pace

L’heuristique HIPL, que nous proposons consiste a appliquer la méthode HIPL sur
des hyperplans Hy. En effet, la premiére étape de notre méthode se base sur la décom-
position de ’espace de recherche S en hyperplans Hy. La deuxiéme étape consiste a
appliquer la méthode HIPL pour résoudre les sous problémes Py.

Plus précisément, notre contribution principale, présentée par I’Algorithme [12] se base

sur les étapes suivantes :
1) Calcul d’une solution initiale. (ligne 1 de I’Algorithme

2) Décomposition de I'espace en calculant les valeurs limites de k, i.e., kpin €t kinaa-
(lignes 2 et 3)

3) Tri des hyperplans Hy, selon un ordre décroissant des bornes supérieures uy. (ligne
8)

4) Exploration des espaces de recherche relatifs aux hyperplans, et mise a jour de la
décomposition de I'espace de recherche S. (lignes 10-20)

Ces étapes sont détaillées respectivement dans les sections suivantes.

6.4.1 Solution initiale

Pour obtenir rapidement une solution initiale, nous utilisons une heuristique glou-
tonne décrite dans I’Algorithme 13| Partant d’un sac vide, la méthode consiste a mettre
dans le sac des objets ordonnés tant que toutes les contraintes de capacité sont vérifiées.
Notons que les objets sont classés par ordre décroissant de profit par unité de poids
P/ wj-

La solution initiale est utilisée pour le calcul des limites k,,;, et k... de 'espace de
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Algorithm 12: HIPL,
Data: Une instance du probléme P, max _iter et hmax iter
Result: une solution réalisable z*

1 z* une solution de P obtenue par une heuristique gloutonne(Algorithme ;
2 v* <« z(x");

3 Kmin < [Omin(v7)] ;

4 kma:c — L‘L’nam(v*)J 7

5 H < {k|k € [Enin, kmaz]};

6 Q< P;14+0; i< 0;

7 repeat

8 k < argmax {v(PL(Py)),k € H};

9 1, < 0;

10 while i, < hmax_iter do

11 Soit Z(k) solution optimale de PL(Q| Y 7_, x; = k) ;
12 Soit z° solution optimale de P(z(k), J(z(k));

13 if 2(2°) > v* then

14 x* «— 2%

15 v* < 2(20);

16 Emin < |Omin (V)] ;

17 Emaz < | Omaz(v)] ;

18 Q + QU{fz < [T (x(k))| — 1}

19 1 — 1 + 1;

20 141+ 1;

21 He H \ k;
22 if H = () then
23 L H {k, ke [kmma kmax]}a

24 until © > max_iter;
25 return z°

recherche décrit dans la section suivante. Ces limites seront au fur et & mesure modifiées

par des solutions meilleures obtenues dans les itérations ultérieures de I’Algorirhme

6.4.2 Décomposition de ’espace

Notons que l'ajout de la contrainte Z?Zl x; = k, pour un choix judicieux de £,
accélére la recherche et évite le travail gaspillé sur des régions sans intérét. Ainsi notre

méthode est basée sur la résolution d’une série de problémes P, en ajoutant cette
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Algorithm 13: Heuristique gloutonne

Data: Une instance de P

Result: Une solution réalisable 2°
120« 0;r b Vie{l,..,m};
Classer les objets j € V tel que % < Bt

. — wj+17

N

3 2+0,75+1;

4 while j < n do

5 if r; — Wi; > 0 Vie {1,2,m} then
6 Z 4 2+ pj;

7 ri 1 —wiVi € {1,2...,m};

8 x]—0<—1;

9 74— J3+1;

10 return z°

contrainte valide au probléme MKP. Le probléme P, k allant de k,,;, & ka2, peut

s’écrire sous la forme :

)
n
max z]‘:1 bjT;

n
D1 WiT; < ¢
n
Zj:l z; =k,

X S {0, 1}

Vied{l,...,m},

Vie{l,...,n}.

(6.8)

Chaque sous probléme P, est traité sur une partie Hy de I'espace de recherche S.

Pour limiter I'espace de recherche nous avons calculé les valeurs de k,,;, et de k... en

résolvant les programmes linéaires et (6.7)), respectivement. La résolution de ces

programmes se base sur le choix de la valeur z qui représente la valeur de la fonction

objective de la solution initiale z° présentée dans la section m (z

Z?:l pjyc?).

L’encadrement des nombres d’hyperplans est mis a jour chaque fois qu’une meilleure

solution est obtenue. C’est & dire la valeur de z sera modifiée z = 37 | p;z}, ot x* est

la meilleure solution obtenue et par la suite les valeurs de k,,;,, et k.. seront modifiées.
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6.4.3 Ordre d’exploration des hyperplans

Pour chaque hyperplan Hy, k allant de ki, & kjae, On calcule une borne supérieure

en résolvant la relaxation linéaire du probléme Py relatif a ’hyperplan Hy .

.
n
max g j=1 pj:cj

Do Wity <by Vie{l,..,m},
x € [0,1]™

PL(Fy) (6.9)

Afin de maximiser notre chance d’obtenir la meilleure solution le plus rapidement
possible, nous avons proposé de fixer un ordre d’exploration des différents hyperplans.
En effet, nous avons choisi de trier les hyperplans Hy selon un ordre décroissant des
bornes supérieures u; des sous problémes P, correspondants (i.e., uy > uy > uz >

....... > u;, avec @ = Kpmaz — Kmin + 1).

6.4.4 Exploration des hyperplans

Notons qu’a chaque itération de notre algorithme, une pseudo-coupe générée se-
lon (6.5]) est ajoutée dans le probléme. Au cours de ces itérations, on explore les hyper-
plans Hj, sachant que, le passage d’'un hyperplan & un autre se fait aprés hmaz _iter

itérations et le nombre maximal totale d’itérations est égale & max _iter.

Sur chaque hyperplan Hj, I'exploration peut étre décrite comme suit. Nous commen-

gons par résoudre, par la méthode de simplexe, le probléme relaxé (6.10)) :
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(
n
max » =1 D;%;

Yo wiry <cp Vi€ {l,..,m},
E;ZZI Lj = ka
x € [0,1]".

PL(P,) (6.10)

Ceci donne comme résultat une solution en continue T a partir de laquelle nous
cherchons une solution réalisable binaire en résolvant par la méthode de séparation et

évaluation (Branch and Bound) le sous probléme réduit suivant :

max 2?:1 DT,

> Wiy < ¢ Vie{l,..,m},

P(z,J(2)) 1§ a;=a; Vi€ J(), (6.11)
Z?:l Tj = k,

z e {0,1}™

La résolution de (6.10)) et (6.11]) est répétée hmax _iter fois (en ajoutant a chaque

fois une pseudo-coupe).

Le passage a 'hyperplan suivant (selon l'ordre présenté dans la Section [6.4.3)) se fait
en changeant seulement la contrainte 2?21 x; = k tout en gardant toutes les pseudo-

coupes déja ajoutées.

Une fois la meilleure solution réalisable trouvée est mise a jour, elle sera utilisée pour
reformuler la contrainte » 7| pjz; > z + 1 (voir Section [6.3). Une telle reformulation

sert a accélérer 'exécution de notre algorithme puisqu’elle peut réduire l'intervalle

[kmina kmax} .

Une fois I'exploration de tous les hyperplans est faite, on continue la recherche en
revenant au premier hyperplan (lignes 22 et 23 de I’Algorithme tout en considérant

le fait que les bornes sont mises a jour a chaque amélioration de la solution. Le pro-
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cessus de notre algorithme s’arréte lorsqu’on atteint un nombre maximum d’itérations

max__iter.

Plus la valeur du paramétre hmax__iter (hmax__iter étant le nombre maximum d’ité-
rations pour I'exploration d’un hyperplan) est élevée plus I'exploration de la recherche
dans 'hyperplan Hj, est intensifiée. Toutefois une valeur de hmax _iter trés élevée ne
garantit pas I'exploration de tous les hyperplans vu la contrainte d’'un nombre glo-
bal max _iter d’itérations de I'algorithme et donc elle réduit la diversification dans
I’algorithme. Le choix du nombre d’itérations hmax _iter doit en effet garantir I'explo-
ration de tous les hyperplans au moins une fois. Par exemple nous pouvons le fixer a

max_iter /2 * (kmaz — kmin + 1).

6.5 Expériences Numériques

L’algorithme HIPLj a été codé en langage C++. Le solveur linéaire CPLEX est
utilisé pour le calcul des bornes supérieures et pour la résolution du probléme réduit.

L’ensemble des tests a été réalisé par un processeur Intel core i5 & vitesse 2.40GHz avec

Mémoire de 4Go.

6.5.1 Description des instances

L’algorithme que nous proposons a été testé sur un ensemble conséquent d’instances
de MKP. Nous avons utilisé un ensemble d’instances corrélées et difficiles de la OR-
Librairie [§]. Ces instances ont été générées selon la procédure proposée par Fréville
et Plateau [33]. Pour toutes ces instances les coefficients w;; sont des nombres entiers
uniformément générés dans U(0,1000). Les membres droits des contraintes ¢; sont

calculés selon la formule ¢; = « Z?Zl w;; avec o = 0.25,0.5,0.75.
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Les coefficients associés a l'objectif du probléme p; sont corrélés aux coefficients
w;; comme suit @ p; = ay - w;/m+ 5000;,Vj € N avec ¢; un réel uniformément
généré dans U (0, 1). Les instances ont été générées en changeant le nombre de variables

(n = 250,500), et la valeur de a (o = 0.25,0.5,0.75).

6.5.2 Choix des paramétres de 1’heuristique

Pour choisir la valeur optimale du parameétre hmax iter, nous avons procédé a la
variation de cette valeur et aprés plusieurs tests, notre choix s’est fixé sur la valeur 30
pour les instances de taille 250 et 50 pour les instances de taille 500, nous comparons
notre algorithme avec celui de HIPL et celui de GA (algorithme génétique proposé par
Chu et Beasley [18]) . Nous présentons les résultats obtenus aprés une durée totale
égale a 300 secondes par le Tableau (respectivement le Tableau qui représente
les résultats obtenus par HIPLy, sur les instances de taille 250 (respectivement de taille
500). Pour les problémes de taille 250 (Tableau [6.1)), HIPL), trouve une meilleure solu-
tion que HIPL pour 7 instances (les valeurs en gras dans le tableau) alors que HIPL
devance HIPL, seulement sur 3 instances. Pour les 20 instances restantes les deux al-
gorithmes ont la méme performance. De plus sur 13 parmi les 20 instances ou HIPLj a
réalisé une performance équivalente a celle de HIPL, la solution a été trouvée en moins
de temps que HIPL.

Pour les problémes de taille 500 (Tableau , HIPL, a trouvé une meilleure solution
dans 12 instances, la méme performance dans 9 instances et HIPL était meilleure que

HIPL, dans 9 instances.

Cette heuristique peut étre améliorée si on arrive a bien choisir la valeur du parameétre
hmax __iter. Ce choix peut ouvrir ultérieurement la porte pour de nouvelles recherches,
étant donné que la valeur de hmaz _iter doit varier d’une instance & une autre méme
si ces instances sont de méme taille. Pour cela, on doit espérer I'intégrer ultérieurement

dans notre algorithme pour qu’il devienne une variable calculée, par exemple en fonction
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instance GA HIPL HIPL,
z(z*) | cpu z(z*) | cpu

1 56693 | 56824 | 117.042 | 56765 | 257.044
2 58318 58351 23.311 | 58416 | 192.687
3 56553 06953 17.643 56953 1.939

4 26863 56930 2.763 56930 3.0820
3 26629 56629 | 126.048 | 56629 83.085
6 57119 | 57189 | 159.696 | 57146 15.487
7 56292 56222 | 281.486 | 56229 | 224.245
8 56403 06457 83.710 06457 | 104.923
9 27442 07323 | 271.017 | 57349 | 241.251
10 26447 56447 2.575 56447 2.309

11 107689 | 107746 3.903 107746 | 33.926
12 108338 | 108379 | 72.785 | 108379 | 71.534
13 106385 | 106409 | 207.011 | 106415 | 158.259
14 106796 | 106855 | 107.254 | 106855 | 72.912
15 107396 | 107382 | 20.837 | 107382 | 226.746
16 107246 | 107189 | 63.845 | 107246 | 216.583
17 106308 | 106305 | 22.408 | 106305 | 13.100
18 103993 | 103998 | 244.716 | 103991 | 32.460
19 106835 | 106800 | 211.469 | 106800 | 62.409
20 105751 | 105733 | 50.008 | 105733 | 21.187
21 150083 | 150138 8.686 150138 | 23.085
22 149907 | 149907 | 18.323 | 149907 | 4.267

23 152993 | 152993 | 58.7890 | 153007 | 197.526
24 153169 | 153177 | 146.650 | 153190 | 255.457
25 150287 | 150287 | 22.947 | 150287 0.865

26 148544 | 148559 | 53.831 | 148359 | 30.386
27 147471 | 147471 | 31.346 | 147471 | 97.287
28 152841 | 152877 30.50 152877 | 16.071
29 149568 | 149570 | 258.494 | 149570 | 115.570
30 149572 | 149601 | 41.108 | 149601 | 88.626

TABLE 6.1 — Résultats obtenus sur les instances OR — 250 — 30

du nombre d’hyperplans.
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instance GA HIPL HIPL,
z(z*) | cpu z(z*) | cpu

1 115868 | 115857 | 302.159 | 115915 | 105.099
2 114667 | 114722 | 305.195 | 114722 | 43.715
3 116661 | 116661 | 84.570 | 116661 1.939

4 115237 | 115223 | 200.444 | 115228 | 202.278
Y 116353 | 116398 | 148.840 | 116430 | 190.509
6 115604 | 115741 | 188.996 | 115741 | 167.457
7 113952 | 114010 | 280.760 | 114003 | 278.917
8 114199 | 114160 | 174.170 | 114249 | 88.221
9 115247 | 115419 | 210.103 | 115419 | 54.400
10 116947 | 117002 | 137.539 | 117023 | 48.971
11 217995 | 218033 | 257.702 | 218068 | 196.721
12 214534 | 214532 | 72.785 | 214645 | 198.432
13 215854 | 215903 | 304.793 | 215856 | 66.828
14 217836 | 217827 | 14.814 | 217827 | 42.214
15 215566 | 215613 | 245.235 | 215591 | 71.902
16 215762 | 215837 | 225.428 | 215847 | 150.235
17 215772 | 215800 | 230.276 | 215798 | 98.166
18 216336 | 216444 | 303.681 | 216450 | 200.413
19 217290 | 217313 | 128.432 | 217313 | 208.439
20 214624 | 214621 | 50.008 | 214639 | 105.051
21 301627 | 301627 8.686 301627 | 24.943
22 299985 | 299999 | 182.600 | 300014 | 186.365
23 304995 | 305080 | 297.997 | 305028 | 19.123
24 301935 | 301989 | 260.683 | 301961 | 86.622
25 304404 | 304413 | 166.649 | 304413 | 81.793
26 296894 | 296959 | 259.143 | 296906 | 33.000
27 303233 | 303288 | 189.519 | 303288 | 77.744
28 306944 | 306944 | 107.671 | 306910 | 90.404
29 303057 | 303113 | 246.620 | 303147 | 98.858
30 300460 | 300531 | 41.108 | 300499 | 67.397

TABLE 6.2 — Résultats obtenus sur les instances OR — 500 — 30

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de résoudre le MKP en utilisant une heuristique

basée sur la programmation linéaire que nous appelons HIPL,. L’HIPL; est inspirée
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des travaux de Wilbaut et Hanafi [55] [T06] combinés avec les techniques de décom-
position de 'espace de recherche proposées par Vasquez et Hao [104]. Les résultats
obtenus ont fait 'objet d’une communication a la conférence Métal2 [I1]. L’étude de
ces résultats montre 'efficacité de notre approche HIPL, pour la résolution du MKP.
Cependant, plusieurs améliorations de notre heuristique peuvent étre considérées. En
effet, une étude approfondie des valeurs optimales des parameétres peut étre dans ce

cadre envisagée.



Conclusion

Le probléme d’optimisation classique connu sous le nom du sac a dos a été vastement
étudié et plusieurs méthodes ont été proposées pour le résoudre. Vu son importance
cruciale dans plusieurs domaines d’applications et sa complexité difficile, le probléme
du sac a dos et ses diverses variantes ne cessent de nos jours d’intéresser les chercheurs
qui proposent des méthodes de résolution de plus en plus efficaces. Dans cette thése
nous avons étudié deux variantes du probléme du sac a dos : le probléme du sac a
dos a contraintes disjonctives (Disjunctively Constrained Knapsack Problem DCKP),
et le probléme du sac & dos multidimensionnel (Multidimensional Knapsack Problem
MKP). Nous avons en particulier proposé des algorithmes exacts et/ou heuristiques

pour la résolution de ces problémes.

Au début, nous nous sommes intéressés a une résolution exacte du probléme DCKP.
Nous avons considéré une formulation standard du probléme, lui avons défini le po-
lytope associé et étudié I'aspect facial des contraintes de base. Ensuite, nous avons
proposé de nouvelles familles d’inégalités valides pour le DCKP et étudié les problémes
de séparation qui leur sont associés. Basés sur ces résultats, nous avons développé un al-
gorithme de coupe et branchement pour résoudre le probléme. L’algorithme a été testé
sur 170 instances plutot difficiles. En comparant nos résultats aux résultats donnés
par Cplex, nous avons conclu que notre algorithme de coupe et branchement est plus
performant que Cplex pour quasiment toutes les instances. Nous avons aussi montré
efficacité des contraintes valides identifiées dans I'obtention d’une meilleure relaxation

linéaire.

Ensuite, nous avons proposé de résoudre le probléme DCKP par une méthode ba-
sée sur la métaheuristique recherche tabou. La particularité de notre algorithme de
recherche tabou est I'ajout d’un aspect probabiliste ainsi que I'utilisation de struc-

tures de voisinage multiples. La recherche tabou probabiliste est une variante de la
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recherche tabou ou les mouvements sont choisis de fagcon probabiliste favorisant ceux
ayant les meilleures évaluations. Notre algorithme a été testé sur un total de 50 ins-
tances de la littérature allant jusqu’a 1000 objets. L’étude expérimentale a montré que
notre algorithme de recherche tabou donne en majorité des résultats meilleurs que ceux
trouvés par des algorithmes récents dans la littérature. En particulier, sur les 50 ins-
tances testées, notre approche a été capable de trouver 46 “best known solutions” dont

8 meilleures que les solutions déja connues dans la littérature.

En fin, nous avons proposé une heuristique basée sur la programmation linéaire pour
résoudre le probléme MKP. Celle-ci s’inspire d’'une heuristique de la littérature utili-
sant la programmation linéaire ainsi que des techniques connues de réduction et dé-
composition de I'espace de recherche. Cette heuristique, appelée heuristique basée sur
la programmation linéaire et la décomposition de I’espace de recherche, nous a permis

de résoudre efficacement des instances de la OR-Librairie pour le probléme MKP.

En conclusion, les méthodes que nous avons proposées se sont avérées efficaces pour
la résolution de certaines variantes du probléme du sac a dos, a savoir le DCKP et le
MKP. Cependant, plusieurs améliorations peuvent étre envisagées pour ces méthodes.
En effet, pour 'algorithme de coupe et branchement, nous pouvons penser d’abord a
améliorer nos algorithmes de séparation et ensuite a identifier de nouvelles familles d’in-
égalités valides pour une meilleure relaxation linéaire. Concernant la métaheuristique
de Recherche Tabou Probabiliste, on peut par exemple envisager de I'hybrider avec
une autre métaheuristique. Enfin, pour la métaheuristique basée sur la programmation
linéaire, des pistes d’amélioration intéressantes seraient de séparer des contraintes va-
lides pour le MKP d’une part et d’améliorer la stratégie de réduction de 'espace de
recherche d’autre part.

Il serait également intéressant d’appliquer les approches développées dans le cadre de
la thése a d’autres variantes du probléme du sac a dos ou encore a des extensions des

problémes DCKP et MKP.
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