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Pour un résumé long de ces travaux le lecteur est invité à se reporter à [8].

Nous étudions des programmes mixtes sous contraintes quadratiques de la forme :

min aT
0
x

s.t.

xT Aix + aT
i x + bi ≤ 0 , i = 1 . . .m ;

xj ∈ Z , j ∈ NI ;
l ≤ x ≤ u ,

(MIQCP′)

où N (n = |N |) est l’ensemble des variables, NI l’ensemble des variables entières, Ai (i=1,. . . ,m)
sont des matrices symétriques n × n (en général non semi-défini positives), ai (i = 0, . . . , m) l

et u sont des vecteurs de R
n et bi (i = 1, . . . , m) sont des scalaires.

Les problèmes du type de (MIQCP′) sont très difficiles car ils combinent deux types de
non-convexité : des variables entières et des contraintes quadratiques non-convexes. Dans ces
travaux nous proposons de construire des relaxations fortes de (MIQCP′) en utilisant des tech-
niques de programmation disjonctive et la méthodologie du lift-and-project.

Une approche standard pour dériver des relaxation convexes de (MIQCP′) et d’introduire
des variables représentant le produit de xi par xj : yij = xixj . On obtient ainsi la formulation
étendue suivante :

min aT
0
x

s.t.

Ai.Y + aT
i x + bi ≤ 0 , i = 1 . . .m ;

xj ∈ Z , j ∈ NI ;
l ≤ x ≤ u ;

Y = xxT .

(MIQCP)
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Notons que la seule contrainte non-linéaire (et non-convexe) de (MIQCP) est Y = xxT .
Celle-ci peut être reformulée comme un paire de contraintes SDP : Y −xxT

< 0 et xxT −Y < 0.
La première de ces contraintes est une contrainte SDP convexe et peut être prise en compte effi-
cacement par des méthodes de programmation semi-définie. La seconde contrainte, non-convexe,
constitue l’objet principal de nos recherches.

Un aspect important des programmes non-convexes est que ceux-ci se composent souvent de
contraintes non-convexes de structure simple liées par un ensemble de contraintes convexes. Dans
de telles problèmes convexifier les contraintes non-convexes indépendamment les unes des autres
n’amène pas à des relaxations fortes. Pour obtenir de telles relaxations, il est nécessaire d’utiliser
des approches qui utilisent les contraintes liant les différentes sources de non-convexité. Ici une
relaxation convexe classique de (MIQCP) est obtenue en relachant les contraintes d’intégrité
et en remplaçant la contrainte yij = xixj par son enveloppe convexe donnée par les inégalités
de McCormick ou Sherali-Adams[7, 9]. Cette relaxation peut être renforcée par l’ajout de la
contrainte SDP convexe Y − xxT < 0 [6, 10, 3, 1]. La relaxation ainsi obtenue est relativement
faible car elle prend en compte chaque non-convexité séparément sans prendre en compte les
contraintes liant ces non-convexités. Pour renforcer cette relaxation, nous proposons un algo-
rithme de génération d’inégalités valides basé sur la programmation disjonctive de Balas [2].
Cette approche permet de dériver des inégalités prenant en compte la totalité du problème de
manière à capitaliser sur les interaction entre les différentes contraintes.

Pour appliquer la programmation disjonctive, nous devons traduire les sources de non-
convexités de (MIQCP) sous la forme de disjonctions. Pour les contraintes d’intégralité sur
les variables xj (j ∈ NI) nous utilisons les méthodes qui ont été développées au cours des 30
dernières années. Notre principale contribution est de dériver aussi des disjonctions valides à
partir de la contrainte xxT − Y < 0. Pour cela, nous analysons les valeurs propres et vecteur
propres de la matrice Ŷ − x̂x̂T . Ceci nous permet de dériver des inégalités simples de la forme
Y.ccT ≤ (cT x)2 qui sont à la base des disjonctions que nous utilisons. Nous proposons plusieurs
méthodes pour dériver les inégalités du type Y.ccT ≤ (cT x)2, en particulier nous introduisons
la notion de largeur d’une disjonction et montrons que les disjonctions de petite largeur sont à
même de donner des bonnes coupes pour les problèmes quadratiques. Basé sur cette observation
nous proposons un modèle nous permettant de trouver de meilleures disjonctions.

Ainsi nous proposons 3 algorithmes permettant d’obtenir des relaxations de plus en plus
fortes :

1. le premier algorithme résoud la relaxation classique de (MIQCP) en approchant la contrainte
SDP Y − xxT < 0 par des contraintes quadratiques convexes ;

2. Le second ajoute au premier des coupes disjonctives issues des valeurs propres strictement
positives de la matrice Ŷ − x̂x̂T ;

3. le troisième ajoute au second des disjonctions diversifiées et de largeur minimale.

Les méthodes que nous développons ont été implémentées puis testées sur trois types d’ins-
tances : une selection des problème de la GlobalLib[4], des exemples de problèmes proposés par
Grossmann et Lee[5] et des instances de problèmes quadratiques non-convexes sous contraintes
de bornes[11]. Nous présentons des résultats de calcul sur ces trois types d’instances.
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