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Mots-clefs : Ordonnancement,  Méthode exacte.

Ce papier propose deux formulations linéaires différentes pour le problème d’ordonnancement d’un ensemble de N tâches sur une seule machine pour lequel, la minimisation du coût de retard et de l’avance est étudiée comme critère d’évaluation. 
1 Première formulation mathématique
Nous présentons cette modélisation du problème en deux étapes. Dans la première étape, nous définissons les variables de décision ainsi que la fonction objectif et l’ensemble des contraintes liées au problème (modèle standard). Dans la deuxième étape, nous ajoutons un autre type de contraintes sous forme de coupes valides au modèle développé dans la première étape (modèle avec coupes).
· Modèle standard

wi : pénalité de retard, hi : pénalité d’avance, di : date due et pi : durée opératoire
di+ : déviation positive de la tâche i par rapport à sa date due ou également le retard
di- : déviation négative de la tâche i par rapport à sa date due ou également l’avance
Ci : date d’achèvement de la tâche i
                 1 si la tâche i est affectée à la position j

xij =

                 0 sinon
                                   Minimiser  Z= 
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(1) Détermine la déviation optimale de chaque tâche par rapport à sa date due.
(2) Exprime qu’une tâche ne peut occuper qu’une seule position.
(3) Exprime qu’une position ne peut recevoir qu’une seule tâche.
(4) Permet de déterminer une valeur de Ci. Si xij =1, elle permet de majorer Ci par la somme des durées opératoires des jobs ordonnancés dans les positions 1,2, …, j. Sinon, elle est redondante.
(5) Permet de déterminer une valeur de Ci. Si xij =1, elle permet de minorer Ci par la somme des durées opératoires des jobs ordonnancés dans les positions 1,2, …, j. Sinon, elle est redondante.

(2) et (3) Assurent la non interruption des tâches lors de leurs exécutions sur la machine. 
(4) et (5) permettent de déterminer une valeur de Ci  = 
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 la durée opératoire du job ordonnancé à la position k). Dans le cas où xij = 0 ces contraintes deviennent redondantes.
Cette formulation a permis la résolution de quelques problèmes de petite taille en temps raisonnable (10 tâches). De plus, sa relaxation linéaire conduit dans la plupart des cas à une borne inférieure relativement faible. Pour ces raisons, nous avons pensé à introduire des coupes valides.
· Modèle avec coupes valides
Les coupes proposées sont sous forme d’inégalités basées sur des propriétés spécifiques au problème 1││∑ wi Ci. 

Proposition 1 (Kacem [4]) 

Soit w = (w1, w2, …, wN) un vecteur de N entiers positifs et soit (ti) 1≤ i ≤ N le temps de début d’exécution de la tâche i dans une séquence quelconque. Alors l’inégalité suivante est vérifiée : 
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wi Ci ≥ WF1 (p, w) avec WF1 (p, w) la valeur minimale du flowtime pondéré obtenue en appliquant la règle WSPT (proposée par Smith) au problème 1││∑ wi Ci.
Proposition 2  

Soit w’ = (w’1, w’2, …, w’N) un vecteur de N entiers positifs et soit P = 
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pi. On pose Ci le temps d’achèvement de la tâche i dans la séquence. Alors l’inégalité suivante est vérifiée : 
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Proposition 3 

Soit w = (w1, w2, …, wN) un vecteur de N entiers positifs et soit (ti) 1≤ i ≤ N le temps de début d’exécution de la tâche i dans une séquence quelconque. Alors l’inégalité suivante est vérifiée : 
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Proposition 4  

Soit w’ = (w’1, w’2, …, w’N) un vecteur de N entiers positifs et soit P = 
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En ajoutant  au modèle proposé les coupes ci dessus nous obtenons la formulation suivante :
                                   Minimiser  Z= 
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2 Deuxième formulation mathématique
L’idée de base de cette formulation consiste à discrétiser l’horizon  de traitement des tâches en unités de temps (Dans notre cas l’horizon de traitement des tâches est P = 
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pi).  En choisissant la variable binaire Xit comme une variable de décision telle que :

                                                1 si le traitement de tâche i commence à l’instant t

                                   Xit  =

                                                     0 sinon
di+ la déviation positive de la tâche i par rapport à sa date due, 
di- la déviation négative de la tâche i par rapport à sa date due, 
wi la pénalité de retard et hi la pénalité d’avance. 
Nous pouvons écrire le modèle linéaire suivant :  
Minimiser Z = 
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(1) Chaque tâche i doit avoir un  seul instant de l’intervalle [1, P-pi + 1] comme date de début.
(2) Pour exprimer qu’à un instant donné une et une seule tâche soit en cours de traitement sur la machine.

(3) Pour déterminer la déviation optimale de la tâche i par rapport à sa date due.
3     Résultats numériques et conclusions
Les instances faisant l’objet des tests sont de tailles respectives : 10, 15, 20, 25 et 30 tâches. Elles sont générées de la façon suivante : Pour chaque tâche i, nous affectons à la durée pi, à la pénalité de retard wi et à la pénalité d’avance hi des entiers aléatoires de l’intervalle uniforme [1,10]. Ensuite, nous déterminons pour chaque tâche i sa date due di qui est un entier aléatoire de l’intervalle [P (1 – T – R/2), P (1 – T +R/2)] où     P = 
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pi, T( {0, 0.2, 0.6, 0.8, 1} et R( {0.2, 0.4, 0.6, 0.8}. T désigne le facteur du retard moyen alors que R représente l’écart relatif à la date due.
                                          Analyse en fonction du facteur T
	T
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1

	Ecart 1 (%)
	72,6225
	92,52
	100
	92,39
	87,0475

	Ecart 2 (%)
	31,475
	56,9375
	99,1075
	61,08
	39,61

	Ecart 3 (%)
	0,4925
	5,085
	74,94
	16,1975
	1,24


Ecart 1 : Ecart moyen entre la borne inférieure obtenue par la relaxation linéaire du modèle sans coupes et la solution optimale.
Ecart 2 : Ecart moyen entre la borne inférieure obtenue par la relaxation linéaire du modèle avec coupes et la solution optimale.
Ecart 3 : Ecart moyen entre la borne inférieure obtenue par la relaxation linéaire du deuxième modèle et la solution optimale.

Au vue de ces résultats, nous pouvons faire les conclusions suivantes :
· L’introduction des coupes au premier modèle améliore la borne inférieure. 
· L’amélioration parait importante lorsque T ( 0,6.

· La borne linéaire du second modèle est meilleure que celle du premier modèle.
Ces modèles ont été ensuite exploités dans un algorithme de branch and bound. Nous avons utilisé en plus de plusieurs bornes (certaines d’entre elles sont issues de la littérature et d’autres sont nouvelles). Les résultats préliminaires sont encourageants. La prochaine étape de cette étude sera l’amélioration du deuxième modèle et l’exploration des propriétés faciale du problème.
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