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1 Introduction

Le sujet de la communication est le problème ferroviaire dit d’affectation de locomotives
(locomotive assignment [3]). Étant donné un ensemble de locomotives de différents types, et un
ensemble de tâches de traction, le problème consiste à déterminer un enchaînement de tâches
par locomotive de façon à couvrir l’ensemble des tâches de traction tout en minimisant le
coût du déploiement des locomotives. Ce problème d’optimisation est NP-Difficile étant donné
que le problème de couverture d’ensemble (Set Covering Problem) en est un cas particulier.
Cette complexité est confirmée, d’un point de vue pratique, par les résultats d’expérimentations
effectuées sur des jeux de données réels résolus avec la méthode de génération de colonnes, dont
le problème maître se modélise comme un problème de couverture connu dans la littérature
sous le nom Covering Integer Programming (CIP). Dans ce contexte, nous nous intéressons à
la résolution approchée de ce problème ferroviaire via des heuristiques d’approximation basées
sur une reformulation du problème maître.

2 Présentation du problème ferroviaire d’affectation de locomotives

Soit N l’ensemble des tâches à couvrir (trains à tracter), et Ωk l’ensemble des chemins
réalisables par type k ∈ K de locomotives d’un réseau ferroviaire (un chemin réalisable est
un enchaînement de tâches par une locomotive respectant certaines contraintes de ressources).
Chaque train i nécessite un nombre bi d’unités de puissance pour être tracté, de même chaque
chemin p est associé à une locomotive d’un certain type k qui est caractérisé par un nombre
wk d’unités de puissance de traction. Un train n’est supposé couvert que si la puissance totale
de l’assemblage de locomotives (consist) qui lui sont affectées est au moins égale à sa puissance
de traction requise. L’objectif, dans ce problème est de couvrir toutes les tâches de traction
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par des locomotives à moindre coût. Le problème maître issu de la décomposition de Dantzig-
Wolfe, dans une approche de résolution par génération de colonnes, est donné par la formulation
suivante :
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La variable du problème yk
p désigne le nombre de locomotives de type k empruntant le chemin

p, ck
p représente le coût d’un chemin réalisable p ∈ Ωk et aip vaut 1 si la tâche i appartient au

chemin p et 0 sinon.

Des expérimentations numériques comparatives ont été faites entre la méthode de génération
de colonnes et une résolution directe par Cplex. Outre la difficulté liée à la taille des problèmes,
elles montrent que les temps de résolution ainsi que les sauts d’intégrité (gaps) sont intrinsé-
quement liés aux contraintes de couverture pondérées, et justifient l’utilisation complémentaire
d’heuristiques pour (PM) qui est un cas particulier du problème (CIP) décrit dans la section
suivante.

3 Présentation du problème générique de Covering Integer Program-

ming (CIP)

Le problème (CIP) qui généralise le problème (PM) ci-dessus est le suivant. Soit C =
{1, .., n} un ensemble de n éléments, et S = {S1, .., Sm} un ensemble de m sous-ensembles de
C. On associe à chaque sous-ensemble Sj de S un coût cj ∈ N, à chaque élément i de C une
demande bi ∈ N à couvrir, et à chaque couple (i, Sj) un poids aij ∈ N .
Le problème Covering Integer Programming consiste à sélectionner une famille de sous-ensembles
de S, chaque sous-ensemble pouvant être pris plusieurs fois, de façon à couvrir à coût minimal
chaque élément de C. Il se formule comme suit :

(CIP )















min
∑m

j=1 cjyj

s.c
∑m

j=1 aijyj ≥ bi ∀i ∈ {1..n}
yj ∈ N

(1)

La variable yj désigne le nombre de fois où un sous-ensemble Sj est sélectionné dans la solution
optimale. La contrainte (1) assure la couverture de la demande de chaque élément i.

4 Approximation

L’heuristique gloutonne de Dobson [2] présente le meilleur rapport d’approximation possible
pour la résolution du CIP, soit H(maxj(

∑

i aij)) où H désigne la série harmonique (H(n) ≤
1 + ln(n)). Elle consiste à sélectionner à chaque itération le sous-ensemble qui minimise le ratio
coût sur couverture residuelle, les poids aij et bi sont mis à jour au fur et à mesure des itérations,
et l’algorithme s’arrête dès que tous les éléments sont entièrement couverts. Cette heuristique
généralise l’heuristique de Chvátal [1] pour le cas non pondéré.

Nous revisitons l’analyse au pire des cas de cette heuristique via une reformulation du CIP
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en un problème de couverture d’ensemble particulier.

La résolution par cette heuristique du problème maître ferroviaire nous amène à résoudre à
chaque itération r un problème auxiliaire associé à chaque sous-graphe Gk = (Nk, Ak) du
réseau de transport. Ce problème noté (SPk) vise à trouver un plus court chemin qui minimise
la fonction ratio formulée comme suit :

(SPk)
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i )xij

s.c
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avec x = (xij)(i,j)∈Ak et br
i la puissance résiduelle de la tâche i à l’itération r.

D’une façon générale, les problèmes combinatoires de minimisation de fonctions fractionnaires
(min f(x)

g(x)
où f et g sont des fonctions linéaires) sont NP-difficiles [6]. Il est connu que si le déno-

minateur g(x) est positif alors le problème fractionnaire peut être résolu en temps polynomial si
le problème linéaire paramétré associé (min f(x)−λg(x) où λ est un paramètre réel) est solvable
en temps polynomial [5]. Ce principe s’applique à notre problème auxiliaire de plus court chemin
fractionnaire (Min Ratio Path Problem) dans le cas sans contrainte de ressource. Le problème
ferroviaire est par conséquent approximable par l’heuristique de Dobson [2] au même rapport
logarithmique soit H(maxp∈Ωk(

∑

i∈p min(wk, bi))) [4]. D’autre part, Hashizume [7] ayant montré
que, si le problème linéaire paramétré n’est pas polynomial mais approximable à rapport 1 + ǫ

alors le problème fractionnaire associé est aussi approximable au même rapport 1+ǫ, nous en dé-
duisons que, dans le cas avec une contrainte de ressource de type capacité (

∑

(i,j)∈A vijxij ≤ B),
le problème fractionnaire admet un schéma d’approximation en temps polynomial dérivé d’un
schéma d’approximation du problème linéaire de plus court chemin contraint [8].
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